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Résumé

L’Initial Margin pour les dérivés OTC non compensés a pris de plus en plus d’importance suite
aux exigences de la BCBS-IOSC. Cet appel de marge a pour but de réduire I’exposition au risque
de marché pendant la période nécessaire pour la liquidation/remplacement du portefeuille négocié
suivant le défaut d’une contrepartie. Pour intégrer 'IM dans les calculs des xVAs, il est nécessaire
de simuler une IM Forward Dynamique tout au long de la durée du portefeuille. Cependant,
I'approche directe pour cette estimation est onéreuse en matiere de temps de calcul, surtout pour des
portefeuilles complexes et assez larges. On s’intéressera dans cette étude a une estimation en temps
raisonnable de 'IM dynamique (Discounted Dynamic Initial Margin) via metamodeling. Ainsi, nous
proposerons une adaptation du Least Square Monte Carlo et de la régression par processus gaussiens
dans le cadre de I'estimation de quantiles. La performance de ces approches sera évaluée par rapport
au calcul direct par Monte Carlo.

Keywords— Initial Margin, Margin Valuation Adjustment, Metamodeling, Least Square Monte Carlo, Gaussian
Processes
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Introduction

Les appels de marge jouent un rdle clé dans la limitation du risque de défaut de la contrepartie (CCR : Counterparty
Credit Risk). Dans le marché des produits dérivés OTC, les deux principaux types de collatéral postés sont la
Variation Margin (VM) qui garantie les engagements de la contrepartie et I'Initial Margin (IM) qui couvre la
variation de prix entre le défaut et la contraction d’un nouveau contrat similaire.

i Netting Set of N trades I
Party A Party B

Mark-to-market Value Va Mark-to-market Value Vg

Figure 1 Netting Set entre deux contreparties A et B

Pour un ensemble de transactions entre deux contreparties ayant un accord, appelé "Netting Set", les appels de
marge réguliers sont effectués sur la base de I’évaluation quotidienne de la valeur de marché (Mark-to-Market :
MtM). La VM & linstant ¢ sera postée unilatéralement par la contrepartie dont la MtM est négative, et sera
égale a la valeur absolue de cette derniére. La VM peut étre recue sous forme de note et peut étre réutilisé par le
détenteur.

Bien que la VM puisse réduire considérablement les expositions aux risques de contrepartie, des expositions
résiduelles subsistent dues aux variations de la MtM sur un ensemble de périodes appelé Margin Period of Risk
(MPoR) regroupant l'intervalle de temps durant :

e ’émission de la VM et la réception du collatéral ~ 1J
e la période nécessaire pour confirmer un événement de défaut ~ 2.J

e le temps nécessaire pour remplacer les positions suite au défaut ~ 7J

La réglementation BCBS-IOSCO de 2015 a apporté un changement important sur le marché des dérivés en rendant
obligatoire la modélisation de ce risque au travers de 'IM. De plus, la nouvelle réglementation définit cette derniere
comme une Value-at-Risk & 99% sur un horizon de 10 jours ouvrables représentant la MPoR. Enfin, contrairement
a la VM, I'IM ne peut étre réutilisée et est constituée uniquement de cash ou d’instruments ultra-liquides. Ce
dernier point comporte la contrainte la plus forte pour une entité financieére en terme de liquidité.

La réglementation sur les appels de marges (VM-IM) autorise aux différentes contreparties qualifiées I'utilisation
de modeles internes pour le calcul de I'IM. Cependant, dans un but de réconcilier les calculs de 'IM et éviter
les litiges, une méthode standard a été proposée par 'ISDA (2014-2019) (International Swaps and Derivatives
Association) : la SIMM (Standard Initial Margin Model). Il s’agit d’'un modéle de Value at Risk paramétrique
qui prend en entrée les sensibilités du Netting Set aux différents facteurs de risque auxquels il est exposé, puis les
agreége selon des corrélations calibrées historiquement.

Ainsi, le calcul de 'IM a un fort impact sur la liquidité des institutions financieres. il est donc important de
pouvoir modéliser son cofit total pendant la durée de vie du produit, appelé MVA (Margin Valuation Adjust-
ment). Le calcul de cette métrique se base essentiellement sur une projection d’une IM forward : DIM (Dynamic
Initial Margin). Cette derniére est particulierement délicate & mettre en oeuvre et est souvent impossible par
un calcul direct. Des alternatives ont fait I’objet de plusieurs recherches au cours de ces derniéres années. Plu-
sieurs papiers, dont Anfuso et al. (2000) et Chan et al. (2017) ont proposé 'utilisation de différentes méthodes
de régression (linéaire, polynomiale, kernel smoothing), d’autres proposent d’estimer les sensibilités futures par
utilisation de méthodes d’interpolation plus élaborées, & savoir les tenseurs de Chebychev étudié par Zeron and
Ruiz (2020) et les réseaux de neurones proposés par Ma et al. (2019). Dans cette étude, on se propose d’adapter
les algorithmes du Least Square Monte Carlo et de régression par processus gaussiens. On testera la performance
des deux méthodes en terme de précision et de temps de calcul.
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Figure 2 Différence entre VM et IM

1 Préliminaires

L’ensemble de I’étude sera basé sur un portefeuille de swaptions européennes. Il est rappelé en Annexe A quelques
notions sur le marché de taux ainsi que les produits dérivés nous concernant. De plus, on y présente les différentes
mesures de probabilité dans lesquelles se place cette étude. Enfin, on présente en Annexe B le modele SABR-shifté
utilisé pour cette étude.

2 Calcul de I'IM

2.1 Modéle interne

Le calcul de I'IM par modele interne est opté par quelques grandes institutions financiéres. Cette méthode se
base sur le calcul d’'une Value-at-Risk Monte Carlo. Pour définir cette quantité, on pose le cadre de notations
suivant :

On se place dans un espace de probabilité (2,P,F) ou P désigne la probabilité historique. On considére un
horizon fini T > 0 et on munit notre espace d’une filtration (F%),.,.,. On désigne par (X;): le processus de
R? qui représente 1’évolution des facteurs de risque auxquels notre portefeuille P est exposé (prix d’actions, taux
d’intéréts, taux de change, volatilité stochastique, etc..), finalement, on note par (Vi) le processus (F;),-adapté
qui représente le prix du portefeuille négocié P.

On définit 'IM a l'instant ¢, avec une MPoR égale & 6 < T'— ¢ comme suit :

IMis = Qoo (AV: | Ft) (1)

Avec AV, = Viys — Vi la fluctuation du prix du portefeuille pendant la période de risque et Qq (. | F¢) le quantile
a de la distribution conditionnelle, sous la mesure historique P.

Dans notre cas, on souhaite calculer 'IM d’un portefeuille P de swaptions européennes de différentes maturités,
tenor et strike, modélisées sous un modele SABR shifté. Les facteurs de risque sont alors les couples (taux swap
forward, volatilité stochastique) pour chaque couple maturité-ténor (m,n).

I’IM du portefeuille en tant que quantile est non linéaire. La modélisation stochastique des différents facteurs
de risque (taux swap, vol) pour chaque couple (m,n) doit donc prendre compte de la structure de corrélation
entre ces facteurs de risque.
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Modeéele SABR-shifté multivarié : On définit le modele SABR-shifté multidimensionnel sous une mesure
commune Q et pour N différents couples de maturité-tenor i = (m,n), pour ¢ € {1,..., N}, comme suit :

dS; = p'(t)dt + o (S + N idw}
dozi = ViaidZZ
SE=sh— A
(dWi(t), dW;(t)) = pijdt
(dWi(t),dZ;(t)) = ~yijdt
(dZi(t),dZ;(t)) = &izdt

Avec (S, a) le couple de taux swap et de volatilité stochastique pour un couple maturité-tenor donné et W, Z deux
mouvements browniens standards sous la mesure commune Q.

Les p;,; représentent les corrélations entre les browniens des taux swap, les «;, ; les corrélations croisées entre les
browniens des taux swap et les volatilités stochastiques et les £; ; les corrélations entre les browniens des volatilités.
Pour chaque couple ¢ = (m,n), u;(t) représente le drift du taux swap S™" sous la mesure commune Q, traduisant
le changement de mesure en AOA. A est un parametre permettant de traiter le cas des taux négatifs et v; désigne
la volvol du modele SABR.

Dans notre cas, on choisit une mesure commune Q"2 (la mesure swap), associée au numéraire annuité A2(t).
Sous ce numéraire, seul le taux swap S*2(t) est une martingale avec un drift nul.
Pour les autres taux swaps, la formule du drift ©™"(t) est définie par :
1,2 m,n
Ay Ay

prt(t)dt = — e x d < ST
A} borA?

>

(2)
dt

A Zn: Z Pi(t) ™" (7" + NP x o T (ST 4 0P X iy, - 1,9)
Pa(t)

oA J—1.
o i=(m+1)A3 j=3 1+5

La preuve est détaillée en Annexe C.

2.2 Meéthode standard : SIMM

Nous présentons ici succinctement la formule standard. Le lecteur intéressé pourra se référer & ISDA (2014-2019)
pour plus de détails. Pour permettre une comparaison des valeurs d’IM entre chaque contrepartie, I'ISDA a
développé un modele standard présentant les avantages suivants :

e Facilité de réplication des calculs : Pour éviter les litiges entre les contreparties.
e Transparence : Les calculs doivent pouvoir étre vérifiés.

e Colt opérationnel modéré : La mise en ceuvre, la maintenance et 1'utilisation ne doivent pas étre
onéreuses.

e Rapidité de calcul : Possibilité d’une publication quotidienne.

e Extensibilité : Le modele doit permettre la prise en compte d’un nouveau produit/facteur de risque.

En pratique, ce modele est basé sur une formule de Value-at-Risk paramétrique, avec un jeu de parametres calibrés
historiquement sur 5 ans, incluant une période de stress des marchés financiers. Seul les sensibilités du portefeuille
sont nécessaires pour les contreparties. Le calcul de I'IM par la méthode SIMM peut étre décomposé en trois
étapes :
1/ Classification des portefeuilles d’une contrepartie parmi les catégories suivantes :

e Taux et FX

o Crédit

e Action

e Matieres premieres

Le calcul de I'IM totale du portefeuille se fait en sommant I’'IM des différentes classes de produit :

IMP — SIMMTaux&FX + SIMMCredit + SIMMActions + SIMMMatiéres premieéres (3)

On agrege les IM calculées pour chaque classe de risque ! auquel est exposé le produit selon la formule :

SIMMproduet = [ IMZ + Y > thno M, IM, (4)
T r o S#ET

1. devises, courbes de taux, ...
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Pour chaque classe de risque, 'IM est calculée comme une somme de quatre quantités : la Delta Margin, la Vega
Margin, la Curvature Margin, et la BaseCorr Margin. Si on note X la classe de risque considérée, on a :

IMx = DeltaMarginy + VegaMargin , + CurvatureMargin y + BaseCorrMargin (5)

Dans notre cas, notre portefeuille P est uniquement composé de Swaptions d’'une méme devise, avec ¥, la
corrélation des facteurs de risque, la SIMM du portefeuille s’écrit alors? :

IMp = DeltaMargin, ,, + VegaMargin, . + CurvatureMargin, (6)

2/ Détermination des facteurs de risque pour la classe taux :

Les facteurs de risque sont les 12 taux de rendement pour les maturités 2 semaines, 1 mois, 3 mois, 6 mois, 1 an,
2 ans, 3 ans, 5 ans, 10 ans, 15 ans, 20 ans, 30 ans, et ce pour chaque devise “b”. Les courbes de taux considérées
par la norme sont le “OIS”, les Libors “1 mois”, “3 mois”, “6 mois”, “12 mois”, puis les courbes “Prime” et
“Municipal” pour ’'USD.

Ici, on considére que notre portefeuille est dans le marché Euro et qu’on est en mono-curve, (i.e on travaille avec
une seule courbe de taux). Les facteurs de risque sont donc uniquement les 12 taux de rendement actuariels cités
ci-dessus.

3/ Calcul des Margin pour chaque classe de risque

a)Calcul de la Delta Margin
On calcule la sensibilité de notre portefeuille s & chaque rendement Ry pour k = [2W, 1M, 6M, 1Y, 2Y, 3Y, 5Y,
10Y, 15Y, 20Y, 30Y] :
S = Z Sswaption,k (7)
swaption€porfolio

Pour chaque swaption, la sensibilité par rapport au taux de rendement Ry est définie comme :
Sswaption,k — szpt (Rk + ]-bp) - szpt (Rk) (8)

Avec R, = R(t =0,k) = —+In B(t = 0,k) et B(t, k) le prix a t du ZC de maturité k.
Puis on calcule les sensibilités pondérées WS :

WSk,i = RWkSk’iCRb (9)

Avec ici ¢ = 1 en mono-curve. Les RWj correspondent aux coefficients de pondération pour chaque facteur de
risque et le C'Ry, correspond au facteur de concentration reflétant la MPOR. Ces différentes quantités sont calibrées
annuellement par 'ISDA.

On notera WS i : W.Sg pour alléger les notations.

A partir de ’ensemble des sensibilités pondérées, on peut calculer la DeltaMargin :

DeltaMargin 1, = \/z WS2 + Z Z praW Sk W S (10)
k

k £k

Avec p la matrice de corrélation entre les 12 différentes maturités, calibrée par 'ISDA.

b) Calcul de la Vega Margin
Tout d’abord, on agrege les swaptions du portefeuille selon chaque maturité k£ et on calcule le risque de Vega
correspondant :

VR =VRW | Y VRy | VCR (11)
i
Avec les V R;i. les différent risques de vega des swaptions de maturité égale a k et VRW, VT, respectivement la
pondération en vega et le risque de concentration calibrés par PISDA.

V' R; 1 correspond au risque de vega de la swaption ¢ par rapport a la maturité k défini comme le produit de
la volatilité & la monnaie (SABR) multipliée par le Vega SABR :

av;
VRix = okj 5,

Wi = V(o +1) — Vi(o) (12)

Avec oy; la volatilité ATM de la swaption 4, de maturité k et de tenor j

2. On ne prend pas en compte les buckets et la corrélation entre les devises
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Une fois les risques de vega pour chaque maturité du portefeuille calculés, on peut en déduire la VegaMargin

comme suit :
VegaMarging, ... = \/Z VR + Z Z prlV RV R (13)
k

k  1#k

Avec p la matrice de corrélations définie précédemment.

c)Calcul de la CurvatureMargin
On regroupe les swaptions selon chaque maturité :

dV;
CV Ry = ZSF (tkj)akj% (14)

J

SF (tx;) : scaling function donnée par 'ISDA, reliant le Vega et le Gamma pour les options vanilles
Puis, on agrége le résultat des différentes Curvatures selon la formule :

CVR = \/ZCVR§+Z > PCVR.CVR (15)
k

ko (D#(k)

On calcule finalement la CurvatureMargin a l’aide de la formule :

CurvatureMargin = HV R % max Z CVRr+AxCVR,0 (16)
k

Avec le scalaire A et HV R fourni par I'ISDA.

Un manque de réactivité du modéle SIMM La crise du Covid-19 a fortement impacté les marchés fi-
nanciers, et notamment celui des dérivés OTC ou de forts mouvements liés a des niveaux de volatilité extrémes
ont été constatés. Ces conditions de volatilité ont soulevé quelques inquiétudes concernant le modele SIMM.
Contrairement aux modeles de calcul de I'IM au sein des chambres de compensation, calibrés en permanence et
qui ont pu refléter les conditions d’un marché tendu, les exigences pour les produits non compensés calculées par
le SIMM n’ont pratiquement pas augmenté. Ce qui indique une faible réactivité du modele aux conditions réelles
du marché. En effet, cela s’explique par le fait que les parameétres du SIMM sont calibrés sur une base annuelle
avec une latence d’'un an, ce qui veut dire que la volatilité extréme du marché survenue en Mars 2020 ne sera
reflétée que sur le calcul de 'IM de 2021. Cette faible réactivité a soulevé quelques préoccupations chez plusieurs
acteurs du marché quant a la cohérence de cette fréquence de calibration.

Un modéle contra-cyclique Cependant, la calibration annuelle des parameétres du modele SIMM vise a s’af-
franchir d’effets procycliques non désirés. Dans les modeles IM au sein des CCPs se basant sur une VaR historique,
les montants d’IM ont tendance a diminuer en période de prospérité, puis a augmenter drastiquement en période
de stress, ce qui aggrave les problémes de liquidité des membres (+25% Q1-2020). Les montants de marge calculés
par le SIMM sont assez stables en comparaison et permettent alors d’éviter ces problématiques de liquidité.

3 Calcul de la MVA

3.1 Présentation

Le cotit de 'Initial Margin peut étre compris dans le prix d’un produit dérivé OTC, tout comme les autres x VA
(Credit, Funding et Capital). Les premiéres recherches sur la quantification des risques de contrepartie ont été
développées par Burgard and Kjaer (2011). En découle un premier framework CVA-FVA-KVA développé par
Green (2015).

Apres la mise en vigueur de I'IM sur les marchés OTC, Green and Kenyon (2015) ont inclus la MVA dans leur
framework xVA. Cette MVA est calculée en introduisant un portefeuille V répliquant les actifs avec risque de
contrepartie. Si on pose V =V 4+ U avec V la MtM du portefeuille et U ’ensemble des xVA, on aboutit aux
différentes formules des xVAs par application du théoréme de Feynmac-Kac.

Le but de la MVA est de quantifier le coiit total associé au posting de I'IM tout au long de la durée de vie
du portefeuille négocié. Ce calcul se base sur des projections futures de 'IM (Forward ou Dynamic IM). Pour
la modélisation, on se place dans un espace de probabilité filtré (Q, P, F, (Fi)ges <T) ou PP désigne la probabilité
historique et 7" > 0 un horizon fixé. La Margin Valuation Adjustment se calcule comme suit :

s

MV A = /T (1= R)An(s) — Si(s)) e Jr e

WMEID, $)IM(s) | F]ds (17)

Avec :
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e R :le taux de recouvrement de la banque B.
e Si(s) : le spread de la rémunération de I'IM.

e T :la maturité du portefeuille négocié.

AB(s) et Ac(s) les intensités de défaut de la banque B et de sa contrepartie C respectivement.

D(t,s) : le facteur d’actualisation stochastique entre les dates t et s.
e IM(s) : le montant de 'IM Forward & poster en s.
e K[ | Fi] espérance conditionnelle sous la mesure risque neutre.
Ent=0:

MVA= /T (1= R)Ap(s) = Si(s)) e Jy arataug, [D(0,s)IM(s) | Fods

= ' — B(s) — Si(s e_fos()‘BJrA“)(“)d“~ {I]\/[(s)] h
/0«1 R)As(s) - 51(s)) B[],

En se placant sous la mesure annuité Q"2 associée au numéraire A2 (t) :

]E |:IM(S):| _ AI'Q(O).E@LQ |:IM(S):| (18)

B(s) AL2(s)

Pour alléger les notations, on notera A“?(t) = An(t) et sa mesure associée Q' = Q. La MVA en ¢t = 0 s’exprime
alors comme :

MVA= /O (1= R)As(s) — Si(s)) e Jo QmHr 00 4 ) 0 [;AZ((;))} ds (19)
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3.2 Probabilité historique VS Mesure annuité : Coefficient de scaling

Le calcul de la MVA se base sur 'espérance de I'IM sous une mesure annuité en chaque instant futur ¢ > 0. Ainsi,
pour calculer cette espérance en un instant ¢ futur, on diffuse les facteurs de risque entre 0 et ¢ selon la mesure
annuité commune, puis on calcule 'IM pour chaque scénario généré, en diffusant les facteurs de risque entre t et
t + ¢ selon la probabilité historique.

Le probléme qu’induit ce genre de configuration est que l'utilisation de metamodeling (notamment l’algorithme
Least Square Monte Carlo) n’est pas autorisée puisqu’on ne peut pas inférer le résultat d’une simulation en
monde réel a partir de différentes simulations générées en risque neutre.

Une solution proposée dans la littérature par Anfuso et al. (2000) est d’estimer 'IM non pas sous la probabilité
historique mais en risque neutre. En effet, une fois I'IM estimée en ¢ sous la mesure annuité, on lui applique
une fonction de scaling dynamique a(t) afin qu’elle soit conforme aux données du marché réel. Ce scaling se
base sur le montant de 'IM en t9 = 0 retournée par le modele SIMM proposé par 'ISDA, ainsi que d’un jeu
d’hyper-parametres a calibrer :

ar = (1= h(t)) [oaoo + (g — aoo) exp_ﬁ(t)} (20)

Avec oy, le coefficient de scaling en ¢ = 0 calculé comme le ratio entre le montant de I'IM en to = 0 retournée par
le modele SIMM proposé par 'ISDA et celui calculé en risque neutre :

 SIMM(to)

Aty = IM(to) (21)

Le terme o correspond au niveau de scaling sur le long terme quand t — oo, le terme 3 définit la transition
entre les deux niveaux de scaling, tandis que la fonction h peut étre interprétée comme étant un "haircut".

Dans notre cadre d’étude, et par défaut de données historiques nécessaires pour la calibration des hyper-parameétres,
on se contentera d’appliquer le coefficient de scaling ay, afin de jongler entre les deux mesures.

En appliquant ce coefficient, 'IM devient :

—

IM(t) = g x TM(2) (22)

On calculera alors I'IM sous notre mesure annuité Q et on appliquera le coefficient d’ajustement ag.

La MVA en t = 0 s’écrit alors :

M (s)
An(s)
(

B /T (L= R)Ap(s) = Si(s)) e fos(/\B+’\“)(u)duaoAn(0)]EQ [%(j))} ds

T s
- / ((1 = R)Ag(s) — Si(s)) e Js Cotre)de | An(0)DDIMy,, sds
0

MV Ay = /T (1= R)Ap(s) — Si(s))e” foﬁ(AB+>\c>(u)duAn(0)']EQ

Avec DDIMy 5 (pour Discounted Dynamic Initial Margin) représente I'estimation en 0 de la future IM (actua-
lisée) & poster en s pour une MPoR égale & ¢ :

_ IM(s)
DDIM,,, s = E [An(s)]

_po|_1 .
=2 | % QoonlAV: | )

La complexité du calcul de la MVA provient directement du calcul de la DDIMj ;s en chaque instant ¢, qui
repose sur plusieurs simulations Monte Carlo imbriquées.

3.3 Calcul de la DDIM

Le calcul de la DDIMpg s 5 se fait via la formule ci-dessus. Au temps s futur, le quantile est calculé conditionnel-
lement a la sous-tribu Fs qui représente la donnée du marché jusqu’en s. Si on note X; le vecteur des facteurs de
risque (taux swap + volatilité stochastique pour chaque couple (m,n) de maturité X tenor) en ¢, on remarque que
la valeur du portefeuille négocié n’est sensible qu’a la donnée de ce vecteur, on peut alors supposer que (Ft) ;5
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correspond & la filtration naturelle du processus (Xt),v,vq, i-6 Ft = 0 (Xu,u < t) pour tout ¢ entre 0 et 7. La
DDIMp s s s’écrit alors : T

1
DDIMy,s =E¢ | —— AV, | o (Xu,u < 2
0,s,8 |:An(s) X Qoo (AVs | o ( U= 5):| (23)

En outre, le processus (X;), des facteurs de risque est solution de PEDS SABR multivarié, il est donc un processus
de Markov. On peut donc écrire :

QQQ%(AVS | U(XMU < S) = Q99%(AVS | Xs) (24)

La DDIM s’écrit donc sous la forme :

DDIM, . = E¢ X Qooy (AVs | Xs) (25)

1
An(s)

Le calcul de la DDIM se base alors sur une simulation Monte-Carlo de trajectoires futures (simulations externes)
{w, w € O} des facteurs de risque pendant la durée de vie du portefeuille négocié. Pour chaque instant ¢ futur, et
pour chaque trajectoire w, 'IM se calcule comme un quantile a 99% entre ¢ et t + § (simulations imbriquées). 11
s’agit une simulation MC?.

V21'1
Variables
) 4
Evolution
Vll
VZIE
VAL
Vo
sz'vl
V12
v 22
V22'3
\ N\ J
Y hd
QOuter Scenarios Inner Scenarios
»
»
to t1 ts Time

Figure 3 Simulations M C?

On note Np, le nombre de simulations MC externes utilisées et N¢; le nombre de points entre to et ¢1 pour
une simulation. On note N,, le nombre de simulations MC imbriquées et Ny, le nombre de points entre ¢; et
to pour une simulation. On considéré un schéma de discrétisation entre ¢t = 0 et 7' & subdivision réguliere :
ANt :{Ozto <t <. StNt :T}:{tk = ’%,keo,...,Nt}.

P1
1 1
DDIMo,e, 5 ~ 7 Z Tt oy Qoo (AVa (1) | Xy (wi) = 1, (w1))

Qo9 (AVy, (wi) | X, (wi) = @y, (wi)) correspond & 'IM du portefeuille négocié, a poster en date ¢y si le marché
emprunte le scénario w;. Ce quantile & 99% se calcule par une simulation Monte-Carlo imbriquée des facteurs de
risque entre ty et ¢ + d. Il faut s’assurer que le nombre de simulations imbriquées (Np,) soit suffissamment grand
pour capturer la structure de la queue de distribution et ainsi obtenir un estimateur du quantile de faible variance.

11
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3.4 Complexité Algorithmique du calcul direct

En notant d le nombre de couples (maturité, tenor), on peut décomposer la complexité algorithmique du calcul
de la DDIMp,¢, s en deux parties principales :

1- Simulation des scénarios externes des facteurs de risque entre 0 et ¢ en Csimulation = O(d3 + Np, xd). La partie
en O(d®) correspondant au calcul de la factorisation de Cholesky de la matrice de corrélation des Browniens.

2- Calcul de I'IM en t; pour tous les scénarios (w;)i en Crested—1m = O(Np; X Niy X Np, x d). Finalement on
obtient :

DDIM
CMCZ = Csimulation + CnestedflM

~ O(d® + Ny, X Nty X Np, x d)

Le calcul de la MVA se basant sur le calcul de la DDIMpt, s en chaque instant ¢t entre O et 7', on a :

Cm¥s = O(d® + Ny x Np, X Niy X Np, X d)
~ O(N¢;, X Npp X Ny X Np, x d)

4 Metamodeling de 'IM/MVA

En pratique, il n’est souvent pas possible de calculer la MVA avec une approche directe. En réponse a ce défi,
plusieurs méthodes d’approximation peuvent étre adoptées afin de réduire le cotiit total du calcul. On se propose de
comparer deux méthodes pour 'approximation de la DDIM et donc de la M'VA, & savoir I’estimation des quantiles
par une régression LSMC et la régression par processus gaussiens. Les deux méthodes proposées assureront un
niveau de complexité C'rsac et Cavrc—cp bien inférieur & Cy;o2. On comparera les résultats en terme de précision
en utilisant la méthode MC? comme benchmark.

4.1 Least Square Monte Carlo

La régression LSMC (Least Square Monte Carlo) est la méthode la plus utilisée en finance pour la réduction de
complexité des problémes de simulations Monte Carlo imbriquées. La premiére application de cette régression,
présentée dans article originel de Longstaff and Schwartz (2001) était dans le cadre de la valorisation des options
américaines. Dans ce papier, les deux auteurs proposent de réduire le coiit de calcul d’'une MC? en simulant
uniquement les scénarios externes et en utilisant des régressions par fonctions polynomiales pour inférer le résultat
des simulations imbriquées. L’utilisation des régressions est ici mathématiquement justifiée dans la mesure ou il
s’agit d’une approximation d’espérance conditionnelle. Cependant, I'IM étant un quantile et non une espérance,
il sera nécessaire d’adapter cet algorithme.

4.1.1 Adaptation de la LSMC au calcul de la DDIM

On rappelle que la DDIMp s 5 s’écrit de la forme :

DDIM, . s = E?

) < LAV | ) (26)

Notre but ici est d’estimer la quantité Qggy, (AVs(w) | Fs) sans avoir & simuler N, trajectoires MC internes entre
s et s + d. Pour se ramener dans le cadre de 'estimation de l’espérance conditionnelle, I’idée de base sera de
supposer une distribution de probabilité paramétrique pour AV;(w) | Fs pour tout scénario externe w et tout s
entre 0 et T'. Il suffira ensuite de formuler le quantile de cette distribution en fonction des moments qui s’expriment
sous forme d’espérances conditionnelles.
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Variables V2
Evolution 4 . & .
r Vi Least Sguares Vi
TRE] Monte Carlo — v,l2
V2 Va2l Vi
1 = -
o Va2
Va3
to t1 12

Figure 4 Simulations sous LSMC

On fait ici 'hypothése que pour tout s entre 0 et 7', la distribution conditionnelle AV, (w) | Fs est localement
gaussienne (c’est a dire & scénario w fixé), cette approximation est pratique puisque la loi gaussienne est entierement
déterminée par deux parameétres : moyenne et variance . Cette hypothése sera vérifiée dans la section résultat.
Sous cette hypothése, on peut montrer que pour tout scénario de marché w et tout s € [0,77] :

Qoo (AV:(w) | Fe) = E¥ [AVi(w) | F] + <I>—1(99%)\/EQ [AVi(w)? | F] — EQ[AVi(w) | F]? (27)

ott ®7(99%) le quantile & 99% de la loi normale centrée réduite.

Notre probléme se rameéne alors a 'estimation des deux premiers moments de la distribution conditionnelle. On
notera alors M;(w,s) = EQ[AV,(w) | Fs] et Ma(w,s) = B [AVS(w)2 | FS]. Mi(w,s) et Ma(w,s) peuvent ainsi
étre estimés par une régression LSMC sur un ensemble de fonctions de base évaluées en Xs.

4.1.2 Choix des régresseurs

Lorsque la taille du vecteur d’état X, est grande, le nombre de coefficients 3; de la régression peut vite devenir
important et il est souvent nécessaire de réduire la dimension (ACP,...). Une autre idée est de projeter sur les
valeurs du portefeuille considéré (V;)i>o & la place de X;. i.e FY =0 (Vu,u < t) -

Mi(w,5) = E? [(AVL(w))" | Fe]
~EC [(AVi(w))" | FY]
~EY [(AVi(w))' | Vi] Viel,2
~ Y B (Ve)

r=1

Avec B = [50,51,...,&3] € REH les coefficient de régression et {¢r,0 < r < R} une famille de polynomes
orthogonaux (Legendre, Laguerre ou Chebychev).

Si on choisit le processus multidimentionnel (X¢);>0 des facteurs de risque comme régresseur, on a :

Mi(w,s) =E? [(AVi(w))" | Xs] Viel1,2

2

N
S

=
2
Nl

i1+ ig<R

4.1.3 Algorithme LSMC pour la DDIM

On présente ici 'algorithme LSMC adapté pour le calcul de la DDIMp ¢, ,s en 0 pour un instant de discrétisation
futur ¢y :

1. Générer N, scénarios externes (wi,...,wn,, ) entre 0 et £+ &. On obtient alors 3 vecteurs :
T
X, = [th (w1), Xty (w2), -+, Xy (Wi, )] le vecteur des facteurs risque simulés jusqu’en date ¢
T
Vi, = [Vtk (w1), Vi (w2), -+, Vay (W, )] le vecteur des MtM en date tx suivant chaque simulation.
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AV, | Fyy, = [AVtk (w1), AVhy (w2), ..., AV, ((.uNp1 )} T les fluctuations de la MtM entre t et tx + 0 suivant chaque
simulation

2. Pour i € {1,2} :
2.1. Noter Y@ le vecteur (AV;,)" | Fi,. -
2.2. Estimer le vecteur 8 des coefficients par moindre carré.
2.3. Pour chaque scénario wj, utiliser les coefficients estimés pour calculer :
Mi(w;, t) = B2 [(AVi(w)))" | Vg (wj) = vr ]
ou
Mi(wj, te) = E® [(AVi(w)))" | Xep (wy) = Xy |
3. Pour chaque scénario externe wj, utiliser M (wj,tr) et Ma(wj,tr) pour estimer le quantile Qg (AVE, (wj) |
Ftk) :

Qgg%(AV;gk (wj) | Ftk) = Ml(qu,tk) + @71(99%) X \/Mz(wj,tk) — Ml(w]',tk)z (28)

4.1.4 Complexité algorithmique

La complexité algorithmique CPHIY du calcul de la DDIMp t, s en tx peut aussi se décomposer en deux parties

principales :

1- Simulation des scénarios externes des facteurs de risque entre 0 et t 4+ 6 en Csimutation = O(d> + Niy X Np, x d).
La partie en O(d®) correspondant au calcul de la factorisation de Cholesky de la matrice de corrélation des
Browniens.

2- Calcul des quantiles par une méthode de régression & moindres carrées ordinaires (MCO) en Cregression =
O(D? 4 N, x D) ot D = D(d, R) si on utilise le vecteur des facteurs de risque comme régresseur et D = R si
la valeur du portefeuille est utilisée comme régresseur. On rappelle que la complexité d’une régression MCO de
dimension p et de nombre d’échantillons n est en O(p® + np). On écrit alors

DDIM
CLS]WC = Csimulation + Cregression

~ O(d® + Ny, x Np, x d+ D® + N, x D)
La complexité algorithmique pour le calcul de la MV A par LSMC est donc :

O(d® + Ny, X Ny, X N, x d siD=R
Crshic = O(d®> + Niy X Niy x Ny, x d+ Ny x (D* + Ny, x D)) = OEd3 + Ntl x (523 n Npl x 1;)) i D= D(d,R)
t1 p1 S1 = 5

4.1.5 Limitations

L’idée du calcul de la DDIM en adaptant la régression LSMC est assez simple a mettre en oeuvre mais présente
quelques limitations :

e L’hypothése paramétrique (normale) sur la distribution conditionnelle de AVj | Fs.
e Le résultat de la régression peut fortement dépendre du degré R des polynomes.

e Pour garantir une meilleure estimation, la taille de I’échantillon N,, doit étre supérieur au nombre de
simulations externes pour un calcul direct de la DDIM.

e Si on choisit le vecteur X des facteurs de risque comme régresseur, le nombre de coefficients 3 est quasi-
exponentiel en la dimension de X. Cette méthode n’est donc pas scalable.

4.2 Reégression par GPs

La régression par processus gaussiens est une technique d’inférence statistique bayésienne.

4.2.1 Présentation

L’inférence statistique repose sur l'apprentissage d’une fonction Y = f(X) & partir des données, (X,Y) =
{(x4,9:)] = 1,...,n}. L’idée derriére la régression par GP est de considérer un & priori sur I'espace des fonctions
explicatives H, sans avoir a les paramétrer. On désignera par hyper-parametre, toute inconnue autre que X.

Notations et définitions
On dit que Y est un processus gaussien (GP) dont la fonction moyenne est fi et la fonction covariance, appe-
lée "kernel" est k, si pour tout vecteur X = (x1,Xa,... 7xn)T A composantes dans R?, le vecteur des images

14



nes«ialog

CONSULTING

(f(x1), f(x2),..., f(xx))" est un vecteur gaussien :

[f(xa), f(x2)se s f(xn)] T~ N (p, Kx,x) (29)

Avec i e vecteur des moyennes tel que p; = fi(x;) et Kx, x la matrice de covariance vérifiant (Kx,x):,; = k(xi, X;).
Le kernel peut étre toute fonction symétrique semi-définie positive k : R* x R? — R :

Y kCx)68 20 Vn e N, (i) € (R, (€0 € (B)" (30)
i,5=1
11 existe quelques types de Kernels qui sont communément utilisés, notamment les Radial basis functions (RBF)

qui dépendent uniquement de la distance entre deux inputs (x — x’). Un exemple de Kernel RBF est le Kernel
exponentiel (SE) défini par :

KO x') = exp{ 555 (x — )%} (31)

Une autre famille connue de Kernel sont les Kernels Matérn (généralisation des kernels SE), définis par :

, 1 2 A 2 ,
k(x,x)—r(y)w<\lﬁx—x> K,,<\/l7x—x) (32)

Avec un parameétre supplémentaire v qui controle la régularité de la fonction, K, la fonction de Bessel modifiée
évaluée en v, et I' la fonction Gamma.

On peut montrer que quand v — 400, la fonction Kernel Matérn(v, [) converge vers la fonction Kernel exponentiel
SE(l). Les Kernels Matérn 2 et g sont les plus communs :

2
Pour v =3/2:
k (x, x') = (1 + ?x — x'> exp (xﬁgx - x')

k (x,x/) = (1+ éxfxur ;xx'2> exp <\/lgxx')

Pour v =5/2

On rappelle que le but est d’inférer, en utilisant un meta-modele, une fonction f qui existe entre 'input et I'output
(apprentissage supervisé).

Pour cela, on dispose d’une base d’apprentissage S, de cardinal |S| =n: S = (X,Y) = {(xs,y:)| i = 1,...,n}.
Dans notre cadre, on suppose que les données (observations de la vraie fonction f) sont bruitées, le modele GPR
s’écrit sous la forme :

Y = f(X)+¢ (33)

ou f la fonction & inférer que I'on suppose d priori dans la classe H des processus gaussiens, i.e f ~ GP(fi, k) et
€= (e1,..., en)T est un vecteur de variables aléatoires i.i.d qui représentent le bruit.

€ est communément appelé le bruit intrinséque. Dans notre cadre, on fait I’hypothése que pour tout i dans
{1,...,n}, & suit une loi normale centrée de variance o?.

Sous ces hypotheéses, on peut montrer facilement que :

V| X~ N (1, Ky =Kx x +0°1) (34)

Avec I la matrice identité de dimension n et Kx x la matrice du kernel évalué en X, définie précédemment. Pour
simplifier les notations, on suppose que le vecteur p de ’évaluation du GP aux points d’apprentissage, est nul
(n=0).

Distribution prédictive a posteriori

On garde la méme notation S = (X,Y) pour la base d’apprentissage. Le but ici est de trouver la distribution
prédictive @ posteriori du GP bruité, évalué & un ensemble de points de test X, i.e la p(f« | X, Y, X.).

Sous ces notations, on peut écrire la loi jointe de Y et de f. comme suit :

Y 0 K K
Y 7 Y X, X (35)

.
fe X, Kx x, Kx. x.

Avec Kx x,,Kx, x, les matrices d’évaluation du Kernel aux points X et X,, et px, la fonction moyenne du
GP évaluée aux points de test X.. On déduit alors, en appliquant le conditionnement des Gaussiens, que la
distribution a posteriori p(f« | X, Y, X.) s’écrit comme :

p(fe [ XY, X)) = N(E[f| X, Y, X.], Var [f. | X, Y, X.]) (36)
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Avec les moments a posteriori :

]E[f* |X7KX*]:MX*+KX*,X7 I:Kx’x—f—U?I:IilY (37)
Var[f. | X,Y, X.] = Kx, x, — Kx, x [Kxx +0°1] " Kxx,

L’espérance calculée correspond & l’estimation de la fonction f évaluée sur les points de test X., la variance
correspond a l'erreur de l'interpolation. On voit bien que cette erreur est nulle si et seulement si les points X,
sont inclus dans la base d’apprentissage et que les observations sont sans bruit (o = 0).

Le modéle de régression par GP permet alors une inférence par formule fermée, ainsi qu’une quantification de
Perreur par formule fermée, contrairement a la plupart des autres algorithmes de Machine Learning.

Estimation des hyper-paramétres

L’estimation des hyper-parameétres du meta-modele se fait en maximisant la vraisemblance marginale. Si on note
0 le vecteur qui représente I’ensemble des hyper-parameétres, I’expression de cette vraisemblance s’écrit sous la
forme :

p(Y | X,0) = / p(Y | £.X,0)p(f | X, 0)df (38)

Le log de la vraisemblance s’écrit sous la forme suivante :

logp(Y | X,0) = — [YT (Kx,x + 021)_1 Y + logdet (Kx,x + 0'2[)} — %log 2m (39)

La minimisation de opposé du log-vraisemblance se fait par Multistart SGD (Stochastic Gradient Descent) vu
que la fonction n’est pas strictement convexe. Le gradient en un point 6 s’écrit :

2010 p(Y | X,0) = tr (aa” — (Kxx +0°1) ") 00 (Kxx +0°1) (40)
As — 27\ "1y —1
vec o 1= (Kx,x +o I) Y=(Ky) 'Y

Complexité et considérations numériques

La premiere étape est I’estimation des hyper-parameétres. Le calcul du gradient de la log-vraisemblance se base
sur le calcul de I'inverse de la matrice carrée Ky = Kx x + o2] de dimension M. Pour des raisons de stabilité
numérique, on préfére ne pas inverser la matrice Ky directement, une approche plus robuste est de calculer la
factorisation de Cholesky de cette matrice Ky = L L, ceci se fait avec un cotit en O(M?). Une fois ce calcule fait,
linverse Ky ! = (LT)7'L™! se calcule en O(M?) et on calcule la quantité a = Ky 'Y en O(M?). Ce calcul
d’inverse et de « étant réitéré a chaque étape de l'algorithme d’optimisation, I’estimation des hyper-parametres
se fait alors avec un coiit en O(M?). Le dernier résultat de I'inversion de la matrice est conservé a lissue de
I’estimation des hyper-parameétres.

Une fois les hyper-parametres estimés, le calcul de la prédiction, ie espérance et variance, de I'output sur ’en-
semble de test X* se fait en O(M) et O(M?) respectivement.

On déduit alors que globalement, le colit de la régression par processus gaussiens est en Cap = O(Noptim M 3) ou
M est la taille de I’échantillon d’apprentissage et Noptim la complexité de descente du gradient.

4.2.2 Application des GPs au calcul de la MVA

L’optimisation du calcul de la MVA passe par 'optimisation du calcul de la DDIMg s en tout instant s de
posting d’IM entre 0 et 7. On rappelle la formule de la DDIMp s s avec les notations du probléme :

DDIM, , ; = E?

Ty * Qoo (AV: | X) (41)

Ou X, le vecteur aléatoire (Fs-mesurable) des facteurs de risque en s, et 'espérance calculée sur Np, scénarios
externes {w1, ... ,wNpl} entre 0 et s, générés sous la mesure annuité Q.
L’annuité An(s) étant Fs-mesurable, notre fonction f qu’on essaiera d’inférer est :

X(w) = Qoon (AVs(w) | Xs = X(w))

Ou w € 2 un scénario externe du marché et 2d la dimension du vecteur aléatoire des facteurs de risque ; d = Card
({maturities} x {tenors}).

L’idée de base ici est de ne pas calculer le quantile conditionnel ('IM) pour tout scénario w; afin de réduire le cofit
du calcul en O(N,, x Np,). En effet, on note £ un compact de R*? dans lequel les valeurs (Xs(w1),. .., Xs (Wnp, )
sont comprises. On propose alors de construire une base d’apprentissage en calculant le quantile conditionnel sur
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un échantillon qui soit a la fois réduit et assez représentatif de &s, inférer la fonction f & partir de cette base
d’apprentissage et puis calculer la sortie du méta modele sur I’ensemble des simulations (Xs(w1), ..., Xs(wn,, ))-

On note XX = X,El),XSEQ), .. .7XS(M) notre échantillon d’apprentissage de taille M << Np,. Cet échantillon

doit étre choisi de telle sorte qu’il soit représentatif de ’espace £s. On détaillera ce choix dans la section suivante.
Pour tout élément ce cet échantillon X S(Z) , on calcule par Monte Carlo une estimation Qg N, (AVs | Xs = X 5@)

du quantile conditionnel Qggo (AV; | X5 = X (). On obtient alors notre base d’apprentissage S := (X;Pr,YSTr)
de taille M << N, avec :

xF =[x, x®, . xM]
Y= [y, v, v
Vie{l,...,M}: Y. = Qon, (AV: | X, = X7)
= Qoon (AVs | Xs = X)) + ¢
= f(X) + e

et ¢; représente l'erreur de l'estimateur Monte-Carlo du quantile conditionnel pour chaque i entre 1 et M.
En exprimant cela de fagon plus compacte, On a :

VI = f(XT) +e (42)

Avec € = [e1, €2, ..., €Mm]

On se place alors dans ce cadre en notant f ~ GP(fi, k) avec une fonction kernel choisie. On entraine ce modele
(i.e on estime I’ensemble des hyper-paramétres) en utilisant la base d’apprentissage S := (X;P‘", YST”).

Une fois le modele entrainé, on l'utilise pour estimer les quantiles conditionnels pour I’ensemble des simulations
X" = (Xs(wi), ..., Xs(wny, ))-

Si on note Y* = (y* (1), " (W2), .-+, ¥ (Wi, ))-r € R™r1 Poutput du modele, on calcule la DDIMg ¢ 5 :

Np,y
1 1 "
DDIMos,s ~ N, E An(s, ) X y* (wi) (43)
—

Choix de I’échantillon d’apprentissage

Le choix de I’échantillon d’apprentissage est crucial puisqu’on doit garantir que cet échantillon couvre bien I'es-
pace & des valeurs prises par 'ensemble des simulations (Xs(w1),. .., Xs(wn,, )), et ce pour tout instant s entre
OetT.

Pour ce faire, on introduit les notations suivantes :

- On note C = {(m,n);m € {Maturities},n € {Tenors}} 'ensemble des couples maturité x tenor, de cardinal
IC| = d.

- On a alors pour tout ¢ € {1,..., Np, }, le vecteur des facteurs de risque simulés selon le scénario w; Xs(w;) =
[(S;”’”(wi),J;”’"(wi))(m,n)ec] € R, Avec S™™(w;) la valeur du taux swap (m,n) et o™ "(w;) la valeur de la
volatilité stochastique de ce taux swap, en s et suivant le scénario w;.

Une premiere idée serait de prendre des quantiles espacés de la distribution de chaque facteur de risque sur
les Np, scénarios du marché. Pour bien couvrir ’espace &, on doit aussi prendre en compte les quantiles extrémes
de chaque distribution. Le total des quantiles pris étant égal a M

En effet, pour un couple (m,n) € C donné, la distribution du taux swap (m,n) et de sa volatilité en s s’écrivent :

D(S") = [ST " (W), .., S8 (wvy, )]

D) = [0 (@), -, 07" (wny,)]]

A partir de ces deux distributions, on fixe deux seuils extrémes q1 (=5% par exemple) et g2 (=95% par exemple).
On prend alors M’ << M quantiles espacés des deux cdtés de g1 et go. Puis M — 2M’ quantiles & o entre ¢; et
2.

On réitére cette procédure pour chaque couple (m,n) afin d’obtenir un échantillon qui couvre bien l’espace &s.
L’inconvénient majeur de cette méthode est que le choix de 1’échantillon peut fortement dépendre des quantités
q1 et g2 fixés, ainsi que le nombre de quantiles extrémes M’. De plus, pour assurer une bonne couverture de &,
ces quantités méme doivent dépendre des distributions D(S7"") et D(o7"™) pour les différentes couples (m, n) et
les instants s.

Une idée alternative serait d’essayer de couvrir I'espace & en utilisant des suites (quasi-aléatoires) & discrépance
faible. On rappelle tout d’abord la notion de discrépance.
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Définition 1. Discrépance La discrépance d’un ensemble P = {x1,...,xn} de N points par rapport a un
hypercube J de dimension s est définie par :
A(B; P
Dn(P) = sup AB:P) _ AS(B)’ (44)
pes| N

avec :
‘As est la mesure de Lebesgue de dimension s,

-A(B; P) est le nombre de points de P appartenant a B,
-J est l’ensemble des pavés de dimension s, de la forme

H[ai,bi [: {XeRS:ai < x; <bi}
i=1

avec : 0<a; <b; <1

On travaillera avec la suite de Sobol sur 'hypercube H = ([0,1] x [0,1])%, on admettra ici que cette suite est &
discrépance faible. Pour la preuve, on se référera a l’article originel de Sobol (1967).

L’idée est de tirer un ensemble fini P = {p1,...,pam} de M points d'une suite de Sobol sur H = ([0,1] x [0,1])%.
Puis effectuer une transformation pour se ramener a ’espace £ qu’on souhaite représenter. Une approximation
de & peut s’écrire sous la forme d’un hypercube &, de dimension 2d tel que :

Eom L (6D b0] ¢ 20 520]) (4
(m,n)ecC
Avec :

alt), = min ST (w;)

’ i<Np,
b, = Joax S50 (wi)
a,(ﬁ?n = min o;""(w;)

i<Np,
b&,%)n = max o, (w;)

i<Npy

La transformation £ qui nous permet alors de ramener notre échantillon P a l’espace E, est
L’ensemble des points P = (]51)1 <;<n Peut alors étre utilisé comme échantillon d’apprentissage.

Cet échantillon d’apprentissage peut aussi étre obtenu en appliquant la méme transformation sur un ensemble de
points P obtenu par "Mini-max Latin Hypercube Sampling" sur ’hypercube H. Cette méthode garantit aussi une
bonne couverture du domaine &. Pour plus de détails concernant cette méthode, on se référera a l'article originel
de McKay et al. (1979).

Avec les notations posées dans les sections précédentes, on présente ici I’algorithme MC-GP pour le calcul de la
DDIMopo t, s en 0 pour un instant de discrétisation futur ¢, :

1. Générer N, scénarios externes du marché (wl, .. ,wNpl) entre 0 et tx. On obtient :
X5 = (X, (wi), ..., Xy, ((,‘)Np1 )) le vecteur des facteurs de risque simulés en t.
2. Choisir ’échantillon d’apprentissage X;I;f = {X(l) Xt(:), e Xt(;w)} qui soit assez représentatif de I'espace &,

tr 7
(Choix des quantiles, Sobol, Mini-max LHS).
3. Pour tout élément de I’échantillon d’apprentissage, calculer par Monte Carlo une estimation de I'IM. On obtient
alors la base d’apprentissage S := (X;r", YST‘“) de taille M.
4. Entrainer le modele de régression par GP en utilisant la base S.
5. Appliquer le modele pour 'estimation de 'IM sur notre input X7,

6. Si on note Y;; = [yt*k (W1), ¥5, (W2), -+ -5 ¥t (Wi, )] T eRMn Poutput du modéle. Calculer la DDIMogy, s :

Npq
1 1
DDIM N — E _— ¥ (ws 47
0:bk.0 Ny, — An(ty,ws) X Y (i) (47)
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4.2.3 MC-GP : Complexité Algorithmique

Le calcul peut se décomposer en trois parties principales :

1- Simulation des scénarios externes des facteurs de risque entre 0 et tx en Csimuiation = O(d3 + Np, X d).

2- Calcul de 'IM sur ’échantillon d’apprentissage de taille M << Np, en Cpestea—imr = O(M X Ni, X Np, X d).
Ny, étant le nombre d’instants de discrétisation entre ¢y et tx + 6.

3- Estimation des hyper-parameétres et calcul prédictif de 'IM sur ensemble des simulations en Cop = O(Noptim M 3).

Finalement, le cotit du calcul de la DDIMpg, s en un instant ¢; s’écrit :

DDIM
C(MC’fGP = Csimutation + Chestea—1m + Cap

~ O(d® + Np, x d) + O(M x Nty x Np, X d) + O(Noptim M)
La complexité algorithmique pour le calcul de la MVA via I'algorithme MC-GP est donc :

Cr&lap = O(d® + Niy X Ny, x d+ Niy X (M X Niy X Npy X d + NoptimM?))
= O(d® + N¢;, x (M X Nty X Npy X d+ Noptim M?)), Np, < M x Ni, x N,

4.2.4 Limitations

L’inconvénient le plus important de la régression par processus gaussiens est le temps de calcul. En effet, la
complexité temporelle de ’estimation des hyper-parameétres est cubique en fonction de la taille des observations
M. Cela signifie qu’en pratique, il est difficile d’utiliser les GPs dans le cas ou la dimension du probleme est
importante.

5 Implémentation et résultats numériques

5.1 Calcul de I'IM

Dans cette premieére partie, on s’intéresse au calcul de I'IM par les deux méthodes, a savoir le calcul par modele
interne (VaR Monte-Carlo) et celui par le modele SIMM (VaR paramétrique)

Notre portefeuille P contient un ensemble de 356 swaptions européennes (payer, receiver et ATM) de différents
schémas de (maturité, tenor) et de différents strikes. La jambe variable du swap sous-jacent est 1’Euribor 6
mois.

On scinde le portefeuille P en deux sous-portefeuilles : un portefeuille P; de swaptions payeuses et un deuxiéme
portefeuille P> de swaptions receivers. Puis on calcule I'IM sur chaque sous-portefeuille par les deux méthodes :
le SIMM en utilisant les grecques SABR de Barlett, et le modele interne en utilisant 10000 scénarios Monte Carlo
des facteurs de risque diffusés sous le modele SABR shifté multivarié. On obtient les résultats présentés dans la
figure ci-dessous :

Comparison SIMM/IMM

 SMM
16 1 = (nternal Model

1685

121

104

Initial Margin

0 4

04

0z A

00 -

Payer swaptions Receiver swaptions All swaptions

Figure 5 Comparaison : SIMM vs IMM
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On remarque que notre modele interne a tendance a sous-estimer le montant de I'IM a poster en o = 0 par
rapport a celui calculé par la norme SIMM. Cette différence est principalement due au fait que la corrélation du
modele SIMM est fournie par 'ISDA tandis que notre corrélation modele a été estimée sur une base historique
de taux swap. De plus, on remarque qu’il y a un effet de "Netting" entre les deux portefeuilles.

Le coefficient de scaling qui permet de rendre 'IM calculée par le modele interne plus conforme aux données du

marché est donc :
- SITM My, (P)

o (P) = M. (P) 12826 (48)

5.2 Calcul de l1a MVA

On propose de calculer la MVA sur deux portefeuilles P; et P> réduits.

Le portefeuille P; contient un total de 10 swaptions européennes : trois swaptions de maturité égale a 3 mois et
de tenor égal & un an, et sept swaptions de maturité 1 an et de tenor 1 an.

Le portefeuille P> comporte un total de 18 swaptions européennes : 9 swaptions de maturité 20 ans et de tenor
20 ans et 9 swaptions de maturité 20 ans et de tenor 30 ans. Ce portefeuille nous permettra d’avoir une idée sur
la performance des différentes approches de Metamodeling sur le long terme.

Les swaptions de méme schéma (maturité, tenor) sont de différents types (Payer, Receiver, ATM) et différents
strikes

Les paramétres qui interviennent dans la formule de la MVA sont choisis comme suit : Le taux de recouvrement
R = 0.4, les intensités Ap = A¢ = 0.015 et le spread de la rémunération de I'IM S; = 0. A noter que le Metamo-
deling est effectué sur la DDIM et que par conséquent, ce jeu de parameétre n’influence pas I’étude

5.2.1 Calcul de la MVA par méthode directe (MC?)

Pour calculer la MVA via la méthode MC?, on prend un nombre N, = 20 d’instants de discrétisation entre
Iinstant to = 0 et T" la maturité du portefeuille négocié ; Le portefeuille P a une durée de vie T'=1 an et P est
de maturité T' = 20 ans. Par ailleurs, on choisit N, = 5000 le nombre de scénarios MC externes et Np, = 1000
le nombre de scénarios MC imbriquées.

On calcule d’abord le coefficient de scaling & 'instant to pour les deux portefeuilles. On agrege les résultats dans
le tableau suivant :

IMate| P | P
MC | 16.8]1450.6
SIMM | 35.9 | 2929.2
oy |2.13] 2.01

En utilisant le coefficient de scaling, on trace la fonction ¢ représentant l'intégrande de la MVA. On obtient les
profils suivants :

Discounted DDIM profile - MC-GP

Discounted DDIM profile - MC-GP

050 R 5 — wmcz

045

0.40 an
2 035 E
gmo w g35
é 025 % »

020

015 =

0.10

00 0z 04 06 08 10 0o 25 50 75 10.0 125 15.0 17.5 200
Instants (Years) Instants (Years)

Figure 6 Profil de la DDIM-MC2 pour Figure 7 Profil de la DDIM-MC2 pour
P P

En intégrant ¢ par rapport au temps via la méthode de trapeézes, on obtient les montants de MVA pour les deux
portefeuilles :

MV A, (Py) = 0.2803
MV Ay (Py) = 710.11
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5.2.2 Calcul de la MVA par Least Square Monte Carlo

On se propose de valider empiriquement ’hypothése de la normalité locale de la distribution conditionnelle
AVi(w) | Fs en s = 0. Pour cela, on génére par Monte-Carlo un échantillon de la distribution AVy | Fo.

On trace le graphe Q-Q plot ci-dessous :

Sample Quantiles

-2 -1 0 1 2
Theoretical Quantiles

Figure 8 Q-Q plot

La relation entre les quantiles empiriques de 1’échantillon normalisé et ceux théorique de la loi gaussienne centrée
réduite est quasi-linéaire. Entre autres, on a skew = 0.204 et kurtosis = 3.21. L’hypothése semble ici visuellement
vérifiée.

Pour aller plus loin, on peut effectuer un test de Kolomogorov-Smirnov avec Ho : 1’échantillon suit une
loi normale. On obtient pygicur = 0.86 > 1% et hypothése Ho ne peut étre rejetée.//

En regardant cette hypothese au dernier temps T pour un kurtosis, skew et pygiewr moyen sur l’ensemble des
chemins, nous obtenons respectivement {0.20;3.22;0.66}. Nous pouvons en conclure que I’hypotheése de normalité
est assez plausible dans la réalité mais de moins en moins vérifiée sur le long terme.

On calcule alors la MVA pour les deux portefeuilles P; et P» en utilisant 'approche LSMC adaptée au calcul
des quantiles. On conserve le méme jeu de parametres pour les simulations. Par ailleurs, on tient a préciser que
chacun des deux portefeuilles est exposé & quatre facteurs de risque.

En effet, le portefeuille P; est exposé aux fluctuations du taux swap et volatilité pour les couples de maturité X
tenor {(3 mois, 1 an),(lan, lan)}, tandis que le portefeuille P> est exposé aux mémes facteurs pour les couples
{(20 ans, 20 ans),(20 ans, 30 ans)}. La dimension du probléme de Metamodeling pour chacun des deux
portefeuilles est d = 4.

On se propose de comparer le résultat du calcul de la MVA par LSMC en utilisant en premier lieu le vecteur des
facteurs de risque puis ensuite la valeur du portefeuille comme régresseur.

Dans le cas ou le vecteur des facteurs de risque est choisi comme régresseur, on utilise une régression polyno-
miale multidimensionnelle de degré R,,,iti—q = 3, le nombre de coefficients 3 & estimer est de D = D(3,d) =
35. Sinon, dans le cas ou la valeur du portefeuille est choisie comme régresseur, on utilise une régression par
polynémes orthogonaux (Laplace, Laguerre, Chebychev) de degré R = 8. le nombre de coefficients 3 a
estimer est R+ 1 =09.

En utilisant les mémes coefficients de scaling, on obtient les profils de la MVA suivants :
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Discounted DDIM profile - MC-GP
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Figure 9 Profil de la MVA-LSMC pour Py
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Figure 10 Profil de la MVA-LSMC pour P,

On constate une divergence a partir de 10 ans due au fait que la calibration devient de moins en moins bonne,
détériorant ainsi I’estimation des moments. Pour réduire cette écart, on peut augmenter le nombre de chemins et
imposer quelques contraintes.

De plus, on remarque que les performances obtenues sont supérieures en prenant le vecteur de facteurs de risque
comme régresseur. En effet, en prenant le processus (V;): représentant la valeur du portefeuille, on suppose que
I'information du marché peut se résumer en une unique variable dans R et que ce processus est Markovien. Ces
deux hypotheéses sont fausses et induisent une erreur supplémentaire.

5.2.3 Calcul de la MVA par MC-GP

On calcule la MVA sur les portefeuilles P; et P, en utilisant 1’algorithme MC-GP. On fixe la taille de la base
d’apprentissage & M = 100 << Np, et on compare les résultats générés par les 3 méthodes de choix de la base
d’apprentissage, & savoir par génération des suites quasi-aléatoires (Sobol, LHS) ou bien par sélection de quantiles.
Pour le modele de régression par GP, on choisit de travailler avec le Kernel exponentiel (SE). En utilisant les
mémes coefficients de scaling, on obtient les profils de la MVA suivants :
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Discounted DDIM profile - MC-GP
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Figure 11 Profil de la MVA-GP pour P;
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Figure 12 Profil de la MVA-GP pour P,

On remarque que les différentes méthodes ondulent autour de la solution et ne semblent pas diverger sur le long

terme.

5.2.4 Comparaison et interprétation des résultats

On compare les profils de la MVA retournés par les différents algorithmes (MC?, LSMC, MC-GP), et ce pour les
deux portefeuilles Py et P; :
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Discounted DDIM profile - MC-GP
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Figure 13 Profils selon algo de la MVA pour P;
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On remarque que pour le portefeuille P; de maturité courte, les deux approches (LSMC 1-D et multi-D, MC-GP)
approche bien le montant de la DDIM calculé par MC?, avec une fluctuation moins importante pour Papproche

MC-GP.

Cependant, pour le portefeuille Ps, I'estimation de la DDIM estimée par LSMC a tendance a diverger contrai-
rement a une regression GP qui converge. Cette sur-estimation non souhaitable peut s’expliquer par l'erreur de
calibration pour des horizons lointains. En effet, la complexité du Metamodel doit augmenter avec la maturité et
la forme retenue des courbes pour le LSMC ne permet plus d’interpoler correctement tous les points.

On résume les résultats dans le tableau ci-dessous :

Algorithm Relative Error P; | Relative Error P, | Computing time Complexity
MC? \ \ 16h47min O(Ny, X Np; X Niy X Np, x d)

LSMC Multi-D 7.83% 8.97% 11.5min O(N¢; X N¢y X Ny, X D)

LSMC 1-D Chebychev 8.81% 9.90% 7.7min O(N¢; X Nyy X Ny, X d)

LSMC 1-D Laguerre 8.99% 9.64% 7.7min O(N¢; X Nyy X Np, X d)

LSMC 1-D Legendre 9.09% 9.68% 7.7min O(Ni, X Niy X Np, X d)
MC-GP quantiles 4.29% 3.54% 21min O(Nty x (M X Niy X Npy X d 4 NoptimM?))
MC-GP Sobol sequence 3.44% 3.14% 21min O(Ny; x (M X Ny X Npy X d + Noptim M?))
MC-GP Mini-max LHS 4.62% 4.32% 21min O(Ny, X (M x Ny, X Np, X d+ NoptimM?’))

Avec D = D(d,R) = |{(i1,i2,...

multidimensionnelle.

24

i), 15 < R, Z;l:l i; < R}| le nombre de coefficients de la régression LSMC




nes«ialog

CONSULTING

En comparant les performances obtenues par LSMC a celles obtenues par 1'algorithme MC-GP, on s’aper¢oit que
ce dernier fournit de meilleurs résultats puisque aucune hypothése sur la distribution n’est faite contrairement a
I’algorithme LSMC.

Finalement, On remarque un compromis entre le temps de calcul et la précision de I’approche utilisée. D’apres
nos résultats, I’algorithme MC-GP est celui qui assure le meilleur compromis pour les deux portefeuilles Py et P,
avec une dimension du probleme de d = 4. En analysant les complexités algorithmiques, on a M X Ny, X Np, X
d + Noptim M? << Np, X Niy X Np, x d et donc CafE?op << CMYL

Cependant, si la dimension du probléeme est grande, on aura besoin d’une base d’apprentissage de taille M
conséquente et le terme en M? ne pourra alors étre négligé, rendant le GP inutilisable. Une réduction de dimension

(ACP, Impact en sensibilité,...) sera alors nécessaire.

5.2.5 Estimation des moments par Processus Gaussien Stochastique

Pour finir, on peut se demander ce qu’il se passerait si on estimait directement les moments de la méthode
LSMC par processus gaussien. Nous ne rentrerons pas dans les détails mais le lecteur intéressé pourra se référer
a Bruce Ankenman (2008) pour la théorie.

Discounted DDIM profile - MC-GP
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Figure 15 Profils en GP sto de la MVA pour P, et Np; = 200
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Figure 16 Profils en GP sto de la MVA pour P; et Np; = 500

25



nes«ialog

CONSULTING

Discounted DDIM profile - MC-GP
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Figure 17 Profils en GP sto de la MVA pour P, et Np; = 200
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Figure 18 Profils en GP sto de la MVA pour P, et Np; = 500

Algorithm Relative Error P; | Relative Error P, | Computing time
MC? \ \ 16h47min
LSMC Multi-D 7.83% 8.97% 11.5min
MC-GP Sobol sequence 3.44% 3.14% 21min
MC-GP sto quantile Np; 200 10.85% 7.96% 51min
MC-GP sto quantile Np1 500 5.63% 2.36% 2h18

On remarque que estimation est trés bonne mais est cependant treés cotiteuse en temps de calcul du fait de
la calibration du processus gaussien en N3,. En effet, la regression par processus gaussien permet d’améliorer
I’estimation des moments par rapport au LSMC. Cependant, cette derniére méthode impose une dimension faible
du probléme du fait que le nombre de chemins générés doit rester petit. Enfin, on remarque une bonne stabilité
de ’estimation ; contrairement aux autres méthodes, les oscillations sont considérablement réduites.

6 Conclusion et améliorations possibles

Cette étude propose 'utilisation du Metamodeling pour le calcul de la MVA par projections futures des montants
de I'IM en risque neutre. L’avantage étant de pouvoir utiliser par la suite des méthodes de Machine Learning afin
de diminuer la complexité du probléme. Pour ce faire, un facteur de conversion "monde réel/risque neutre" est
appliqué en accord avec les pratiques de place.

Les méthodes de régression qui reposent sur l’algorithme du Least Square Monte Carlo sont souvent proposées
dans la littérature comme alternative au calcul direct vu la simplicité de les mettre en place. De plus, elles garan-
tissent un trés bon compromis entre temps de calcul et précision. Cependant, cette méthode implique de supposer
localement la loi de probabilité sous-jacente. En effet, la méthode LSMC repose sur ’estimation de moments et
une estimation du quantile a l'aide de ces derniers est donc nécessaire. Nous avons vu que cette hypothése ne
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semble pas étre problématique pour des maturités courtes mais est cependant de moins en moins vérifiée avec la
durée de vie du portefeuille. De plus, la calibration des polynémes de régression semble elle aussi se détériorer
avec la maturité.

Afin de s’affranchir de cette hypothése et améliorer I’estimation du quantile, nous proposons d’estimer directe-
ment le quantile via un algorithme de processus gaussien. Si les performances sont meilleures, ce dernier impose
néanmoins un temps de calcul beaucoup plus conséquent. Pour diminuer cet effet, une méthode d’optimisation
de points de calibration a été proposée. Enfin, nous avons regardé succinctement ce que donnerait ’estimation
des moments par processus gaussien stochastique. En effet, ce dernier semble pouvoir mieux estimer les moments
que les polynémes orthogonaux. Néanmoins, méme si les performances sont meilleures, le temps de calcul est ce-
pendant trop important en pratique. Une amélioration possible consisterait a traiter ce probleme de la dimension
plus spécifiquement en allouant plus de temps de calcul dans la recherche des points optimaux. A titre d’exemple,
Liu (2010) propose de rajouter au fur et & mesure les points qui améliorent le plus estimation sur ’ensemble des
simulations.
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7 Annexes

7.1 Annexe A : Généralités sur le marché des taux, mesures de probabilités
et formules de Pricing

7.1.1 Généralités

Définition 2. Compte du marché monétaire Un compte de marché monétaire, plus communément appellé
‘Bank account’ est un investissement sans risque ot les gains sont cumulés de maniére continue au taur sans
risque du marché. On note sa valeur B(t), et on admet qu’elle suit ’équation différentielle suivante :

dB(t) = r:B(t)dt, B(0) =1 (49)

Ou i est une fonction positive du temps qui représente le taux sans risque instantané. On obtient alors par lemme

d’Ito : .
B(t) = exp (/ rsds> (50)

Définition 3. Facteur d’actualisation stochastique Le facteur d’actualisation stochastique, plus communé-
ment appelé 'Discount Factor’ D(t,T) entre deuz instants ¢ et T, est le montant en date t qui est équivalent d une
unité monétaire payable a la date T, il est donné par :

D(,T) = % = exp (/ 'rsds) (51)

On remarque d’aprés la formule ci-dessus que si le processus du taux d’intérét instantané (court) 7 est stochas-
tique, le DF est & son tour stochastique.

Définition 4. Obligation Zéro-Coupon Une obligation zéro-coupon de maturité T est un actif qui garantit
son détenteur le paiement d’une unité de monnaie a linstant T sans aucun paiement intermédiaire. La valeur de
ce contrat d un instant t < T est notée P(t,T). En découle alors que P(T, T) = 1 pour tout T.

Si on se place alors dans un instant ¢, une obligation zéro-coupon de maturité T est un contrat qui établit la
valeur présente d’une unité de monnaie payable en T', sa maturité. On voit bien que si le taux sans risque r est
déterministe, le DF est aussi déterministe et on a D(¢,T) = P(¢,T) pour tout couple (¢,T). Cependant, si le taux
est stochastique, D(¢,T) a l'instant ¢ est une variable aléatoire qui dépend de 1’évolution future du taux sans
risque entre ¢ et T', par contre, le prix P(¢,T) de l'obligation zéro-coupon a l'instant ¢ est le prix d’un contrat, il
doit alors étre déterministe, non aléatoire.

En effet, dans un univers risque-neutre, on montre que les prix actualisés au taux sans risque forment des mar-
tingales sous Q.

Ainsi, si on suppose que H est le prix d’un actif qui suit un processus (F;)-adapté, intégrable de payoff Hr a
maturité T, sa valeur en ¢t < T est donnée par :

H, =ER[D(t,T)Hr | Fi] (52)

En loccurrence, si on considére la valeur & t < T du contrat Obligation Zéro-Coupon P(t,T), On a Pr =
P(T,T) =1 et donc :

T
P(t,T) = E? [D(t,T) | Fi] = E° { Jo e ft} (53)
Le prix de 'obligation zéro-coupon est donc ’espérance sous la mesure risque-neutre du DF.

Définition 5. Taux de rendement continu Le taux de rendement continu d un instant t < T est le taux
constant auquel un investissement de P(t,T) unité de monnaie d t croit continiment pour donner une unité de
monnaie & T. On le note R(t,T) et il est donné par la formule suivant qui traduit la définition :

P(t,T)e (T — g (54)
Ou sous une forme équivalente :
In P(t,T)
R(t,T) = ——"2—+ 55
(0.1) = 2 (55)

Avec 7(t,T) le temps entre t et T, exprimée dans une convention de base annuelle, par exemple 7(t,T) = %
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on peut montrer que r(t) = limy_, .+ R(¢,T)
Définition 6. Courbe des taux La courbe des taux, communément appelée ’term structure’ ou ’yield curve’ d

linstant t est définie par le graphe de la fonction :

T R(t,T), T>t (56)

On peut déduire la courbe Zéro-Coupon a partir de la Yield Curve grace a la relation (7) qui lie les deux.

Définition 7. Tenor structure Une tenor structure est définie par la suite finie croissante (T;)icqo,...,ny dins-
tants tels que :
0<To<Ti < -+ <Th <00 (57)

On définit alors le i°™° pas de temps :
52':: i+1_Ti ie{O,...,N—l} (58)

Ici, on suppose implicitement que les instants (T;) sont équidistants dans un but d’alléger les notations.

Taux swap
On utilise dans cette section la notion de "tenor structure" définie dans la section précédente. On définira le taux
swap a partir du contrat Swap.

Définition 8. Contrat Swap Un Swap, de maturité Tr, et de tenor Tp,—Tr,, défini sur une structure (T )ic m,... n}
est un contrat entre deuz contreparties qui échangent sur chaque période le tauz forward F*,i € {m,...,n — 1}
contre un tauz five K.

Dans le cadre d’un Swap payeur, Uacheteur du contrat paie le tauz fize K et recoit les tauz variables Ff. Dans
un swap receiver, lacheteur recoit le taux fize K et paie les taux variables Fy.

Si on se place en t < Ty, on note Swap;""™ la valeur du contrat :

n—1
Swap)y" = 6P (t,Tin1) ¢ (F} — K)

n—1
= ZP (t,T) = P(t,Tiy1) — 6: P (¢, Tiv1) K (59)
- n—1
= @(P (t,T) = P (t,T0) = K Y 8P (t,Ti11))
Avec ¢ =1 pour un swap payeur et ¢ = —1 pour un swap receiver.

On remarque que, par AOA, la valeur du taux fixe K est choisie de telle sorte que la valeur du contrat swap a ¢

soit nulle :
n—1

0=P(t,Tm)— P(t,T,) — Kegq Z §:P (t,Tit1)

i=m (60)
P (t,Tw) — P(t,Tn)

o 0P (1, Tisn)
Définition 9. Taux Swap Forward Le tauz Swap Forward défini en t < T, pour la période [Ty, Ty] est donné
par :

& Kog =

mon P(t,T,)— P, T,
sy o= DT 2P0 T) (61)
t

Ou A7"™ est le numéraire swap, souvent appelé l'annuité, est donné par :

n—1
Azn,n = Z 6P (t7 Ti+1) (62)

Remarque : On peut écrire le taux swap forward comme un panier de taux forward :
P (t,Tmm) — P(t,Ty)

APm
S P(t,T) — P (t,Tipa)

i=m
m,n
AP

_ 7121 5iP(t7Tz‘+l)F¢ (63)
- A:n,n t

m,n __
S0 =

i=m

n—1
=: Z wim’"(t)Ff
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Avec les coefficients de pondération donnés par :

_ 6’LP (t7 Ti+1)

W) = S
t

(64)
Définition 10. Swaption Une swaption est une option d’entrer dans un contrat swap a une date future Tg.
Une swaption payeuse donne le droit a son détenteur de mettre en place un swap payeur a la date T,,, de durée
Tn — T au taux fite K contre un tauz forward variable. Une swaption receiver donne le droit d son détenteur
de mettre en place un swap receiver de mémes caractéristiques. On a en général Ty = T,, la date d’exercice
(maturité) de loption qui coincide avec la premiére date du tenor structure.

A maturité (Tg), le payoff d’une swaption s’écrit :

n—1 +
VISP (T) = |6 Z 8:P (Tp, Tis1) (Fiy — K) (65)
Avec ¢ = 1 pour une swaption payeuse et ¢ = —1 pour une swaption receiver.

Remarque : On peut réécrire le payoff de la swaption en fonction du taux swap observé a la date Tk, on écrit :

n—1 +
VISPl () = |6 Z §:P (T, Tisr) (Fiy — K)
B n—1 n—1 +
=|¢ ZéiP(TE»Ti+1)FTI“E - KzéiP(TE:TH-l)
: nil B +
= ¢ Z;néiP(TE,TiH) Fj, — ALK -
S 0P (T, Tis1) !
_Am,n i EsLit1 i
n—1 +
= AR o [ Y Wit (Te)Pr, — K

m,n m,n +
- ATE [(b (STE - K)]
On écrit donc le payoff de la swaption :

Ve () = g [o (s - )]

7.1.2 Changement de numéraire et mesures de probabilité

Définition 11. Numéraire On appelle Numéraire tout actif financier strictement positif et ne payant pas de
dividendes.

Remarque : Généralement, le numéraire est un actif de référence qu’on choisit pour normaliser les prix des différents

actifs financiers. Si on choisit par exemple un numéraire Z, on ne considére plus les prix Sk, k € 1,..., K des
. ~ . A~ . . , . S

actifs eux mémes mais plutdt leurs prix relatifs dans le numéraire Z : 2¢ k€ 1,..., K

Théoréme 1. Changement de Numéraire Soit (Q, F, (Fi)t,P) un espace probabiliste muni d’une filtration
(Fe)e, défini par la donnée Q et la probabilité historique P.
On suppose qu’il existe un numéraire N et une probabilité associde QN équivalente d la probabilité historique P,
tels que le priz de tout actif financier X dans le numéraire N soit une martingale sous QY ; ie pour tout horizon
T>0ettout 0 <t <T : X X
t QN T

 =E [ | ]-'t} (67)
Alors : Pour tout numéraire U, il existe une mesure de probabilité QU, équivalente a P telle que le priz de tout
actif financier Y dans le numéraire U soit une martingale sous cette mesure ; i.e pour tout horizon T > 0 et tout
0<t<T :

Y: QU |:YT }
A ) Fi 68
7, o, | T (68)
De plus, la dérivée de Radon-Nikodym qui définit la mesure QU s’écrit :
U
dQ” _ UrNo (69)
dQN  UgNr
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Preuve : Geman et al. (1995)

Corollaire 1. Changement de Numéraire Le théoréme 1 assure le fait que le prix de tout actif financier X
dans un numéraire N soit une martingale sous la mesure de probabilité QN associée & ce numéraire.

Mesure Forward-Neutre

On se place tout d’abord dans I’espace de probabilité historique et filtré (2, F, (F¢)¢, P).

On consideére le taux forward F' avec les trois dates ¢, T, S définis précédemment et on considere ’actif Obligation
Zéro-Coupon P(., S). Cet actif est strictement positif et ne verse pas de dividende, il peut alors servir de numéraire.
D’aprés le Corollaire du Théoréme 1, il existe une mesure de probabilité Q° équivalente & la probabilité historique
P sous laquelle le prix de n’importe quel actif financier X dans ce numéraire est une martingale.

On pose X; = P(t,T) — P(t,S) et on écrit alors :

EQS P(t,T) — P(t,S) P(u,T) — P(u, S)

u| = ) Su<t<T<
PS) | F. Pla.5) avec 0 < u S (70)
On a donc d’apres la définition du taux forward :

EC [F(t,T.9) | F] = F(u, T, S) (71)

Le taux forward est donc une martingale sous cette mesure de probabilité. D’ou 'appellation Forward-Neutre.
Mesure Swap
On se place encore dans ’espace de probabilité historique et filtré (Q, F, (F¢)+,P) et on considere le taux swap
S;™, on rappelle lécriture de sa définition :

P(t,Tm) — P(t,Ty)

e = (72)
t

Avec l'annuité A" := ::7711 0:P (t,Tit1).

De méme que précédemment, 'annuité est un actif strictement positif ne versant pas de dividendes, il est donc
un numéraire.

D’apres le corollaire du théoréme 1, il existe une mesure de probabilité Q"™ équivalente a la probabilité historique
P, sous laquelle le prix dans le numéraire annuité de tout actif financier X est une martingale.

Si on prend alors Xy = P (t,T,) — P (t,T,) pour t < Ty, alors le taux swap est une martingale sous la
mesure Q"". On écrit alors :

EY"" (ST | Fyl = S avec 0 <t < s < Th (73)

La mesure Q™" est appelée la Mesure Swap ou bien la Mesure Annuité.

7.1.3 Formule de Pricing Swap et Swaption Vanille

Swap de taux
La définition présentée dans les section précédente nous donne la forme du prix d’'un swap de taux a une date
0<t<Ty:

n—1
Swap}" = > 6P (t,Tis1) ¢ (Fi - K) (74)

Cette écriture est équivalente a :
Swapy')" = A" ¢ (8" - K) (75)

Swaption Vanille

D’apres les résultats présentés dans la section précédente. Le taux swap dans le numéraire Annuité est une
martingale sous la Mesure Q™.

Le payoff d’une swaption Vanille s’écrit de la forme :

+

VP T) = AT [¢ (S7" — K)] (76)

Le prix d’une swaption dans le numéraire Annuité est une martingale sous la mesure de probabilité Q™ ™. On
écrit pour tout 0 <t <7Tg :
VSwpt t mon VSwpt T,
®) _go (TE) | 5,

A s ™
m,mn m,n +
=5 [[o (sp - )] | 7]
On aboutit alors & la formule de pricing d’une Swaption Vanille pour tout 0 <t < T :
v = ape”” [[o (s - K)) 17 (78)
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On observe que le pricing d’'une Swaption nécessite la modélisation de la distribution terminale de S;’E”

Remarque : Relation de parité
De méme que pour les options Vanille sur Equity, on remarque que les prix d’une swaption payeuse et d’une
swaption receiver sont liés par une relation de parité comme suit :

Viayer (t) = Vieeliver () = AT (87" — K) (79)

payer receiver

7.2 Annexe B : Modélisation stochastique des taux swap

On se place dans le nouvel espace de probabilités défini par la mesure Swap Q™" : (Q,F,Q™"). On considére
aussi un Mouvement Brownien Standard W sur cet espace et on note (F;); sa filtration naturelle associée.

On sait que sous cette mesure, le taux swap S;"" est une F;- martingale. Donc d’aprés le théoréme de repré-
sentation des martingales : Il existe un processus o, (t,w) Fr-adapté tel que :

dS;"" = oo (t,w)dWy (80)
Ce théoreme fondamental nous permet alors de poser un cadre général pour tous les modeéles de diffusion des taux

swap qui en découlent. Chaque modele est basé sur une hypothese sur le processus o.

7.2.1 Modéle de Bachelier

Dans le cadre du modéle de Bachelier, on suppose que le processus (o¢): est presque slirement constant et égal &
un scalaire ,,,» > 0. Le modéle s’écrit donc :

dST" = gy ndW, (81)

Si on consideére alors deux instants ¢ > 0 et T' > ¢ alors le taux swap a T' conditionnellement & sa donnée en t suit

une loi normale. On écrit :
S™M(TYS™(t) = s — N(s, O’?mn (T —1t)) (82)

Théoréme 2. Formule de Bachelier On se place dans le modéle de Bachelier ot le tauz swap vérifie 'EDS :
dS{"" = o ndWy (83)

Alors le priz de la swaption défini par :

VSu}pt t mon e
AT”() =E° [[¢ (Sgr — K)]" |E} (84)
t
Est donné par la formule de Bachelier :
VSwpt (t) ) _—
—pEh e = Bachelier(S;"" , K,omaVTE — t, ¢) (85)
t
Avec :
Bachelier(F, K,v,¢) = v - [@ <¢[FV K]) - ‘MF; K + @' (‘”FVK])] (86)

Et ®(.) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Remarque : Dans ce modeéle, on remarque que les taux swap peuvent étre négatifs avec une probabilité non nulle.

7.2.2 Modele de Black
Dans le modele de Black, on suppose que le processus o; est une fonction linéaire du taux swap. On écrit :
dS;"" = omn S AW, (87)

Si on considére alors deux instants ¢ > 0 et T > ¢, alors le taux swap & T conditionnellement a sa donnée en ¢
suit une loi log-normale, ie :

(S n(S7) = 5 = A (5 = 080T = 0),0%,0(T = 1)) (88)
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Théoréme 3. Formule de Black On se place dans le modéle de Black ou le taux swap vérifie 'EDS :
dS{"" = om Sy AW, (89)

Alors le priz de la swaption défini par :

VSwpt t mon _—
Tp =E° [[¢ (Sgm — K)]" |E} (90)
t
Est donné par la formule de Black :
VERR(t) .
= Black(S"", K,0mn2VTE —t,¢) (91)
t
Avec :
Black(F, K,v,6) = ¢ [F- & (¢ di) — K - ® (¢ do)]
92
do— In(F/K) , v (92)
v 2

Et ®(.) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Remarque : Contrairement au modeéle de Bachelier, le modele de Black ne permet pas la modélisation des taux
swaps négatifs.

7.2.3 Modele SABR

Le modéle SABR (Stochastic Alpha Beta Rho) est un modeéle de volatilité stochastique qui vient pallier a la
problématique du smile/skew observée sur les marchés financiers. En effet, les deux modeles présentés ci-dessus
supposent que la volatilité des différentes swaptions est constante en fonction du strike K et de la maturité Tg.
Le modele SABR propose de modéliser les taux swaps forward avec une volatilité stochastique qui permet de
fitter le smile observé sur les marchés. Le plus gros avantage du modeéle SABR est le fait qu’on puisse obtenir une
approximation de la volatilité implicite par formule fermée (travaux de Hagan et al. (2002)) en fonction du strike,
de la maturité et des différents parameétres du modele.
Pour un couple de maturité x tenor donné (m,n), le taux swap forward S;"" est modélisé sous la mesure Swap
Q™™ comme suit :

ds™ = ot (ST L AW,

m,n
So" = Smm

do"™ = vmn - " - dZy (93)
m7n —
(&%) = Om,n

d<W,Z >; = pmn-dt
Avec :

Sm,n le taux swap initial.
— Bm.n € (0,1) le parameétre d’élasticité
— ;"™ la volatilité stochastique, sa volatilité est notée vm ., > 0 (la vol-vol) et am,, sa valeur initiale
— W et Z sont deux mouvements browniens sous la mesure swap, et corrélés par un coefficient pm,» € (—1,1)
Remarques :

— Les parameétres du modele SABR sont 3, «, p, et v.

— En pratique, le choix du 3 se fait @ priori en amont. Souvent, on choisit § = 0 pour le modéle normal,
[ =1 pour le modeéle log-normal et g = % pour le modele CIR. Le choix du 8 n’a pas un grand effet sur la
structure du smile produite, mais a un effet non négligeable sur les grecques SABR.

Modele SABR shifté

On se propose d’étendre le modele SABR aux taux swap négatifs en introduisant un shift A > 0 bien choisit. On

pose S = 57" — X ot S;"™ suit un modeéle SABR standard sous la mesure swap. S;"" vérifie alors 'EDS :
ds'«tnL,n — a;n,n . (gzn,n + A)ﬂm,n . th

am,n
So" = Smn — A

Aoy =vmon - " - dZs (94)
m,n __
0 - am,n

d<W,Z >; = pmn-dt
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Remarque : Le parameétre du shift A permet d’étendre le domaine des taux swap a [—\, +oo[

Volatilité Implicite SABR et Prix des Options

Hagan et al. (2002) ont présenté une approximation de la volatilité implicite normale dans le cadre du modele
SABR par une formule fermée en fonction du taux swap spot S;"", du strike K, de la maturité T et des différents
parameétres du modele SABR. Le prix d’une swaption est obtenu en injectant cette formule de volatilité implicite,
qu’on adaptera dans le cadre de notre modele SABR A-shifté, dans la formule de Bachelier.

On note op(K,S) 'approximation asymptotique de la volatilité implicite normale sous SABR shifté, avec K le
strike de 'option et S le taux swap spot :

(1—/3)2 o? 1 Buva 2-3p2 2
O‘{l + [ 50 (KNP T Z(s/Ke)(l—ﬁ)m + v } T} z

O'B(K, S) =

(1K) =0/2 [14 500 w2 £ 4 Goh 1t 3 X(2)
= 2(§'K")1=0/2 ln%
@ (95)
() =In 1—-2pz+22+2—p
x(2) = T,
S =85+
K =K+ )\

Avec (B et \ fixés a avance, et «, p, v les estimations des parameétres du modeéle pour un couple (maturité, tenor)
fixé.

Remargue : On peut montrer que la volatilité implicite & la monnaie oarym = op (K, K) peut étre approchée par
la formule :
Inoarm ~lna— (1 —6)In(S + A) (96)

Une fois la volatilité implicite calculée, on l'injecte dans la formule de Bachelier pour obtenir le prix de la

swaption :
VEUP(t) = A" x Bachelier (5", K,o5(K,S;"") x VT —t,$) (97)

Calibration du modéle SABR \-shifté
Comme les deux parametres [ et A sont fixés a priori, les seuls parametres a estimer sont m,n, Pm,n, Vm,n, €t ce
pour chaque couple (maturité, tenor) = (m,n) donné. Pour alléger les notations, et en fixant le couple (m,n), on
écrira désormais «, p et v a la place de am,n, Pm,n, Vm,n-
Deux approches d’estimation sont possibles :

— Estimer «, p et v directement.

— Estimer p et v directement, puis inférer la valeur de a a partir de p, v et la volatilité a la monnaie car

1-8 2 o? v —3p2
O‘{l * [( e e R ¥ ”2] T}
oarm = 0p(S,5) = (5P (98)

a) Premiére approche : Estimation directe de «,p et v Pour un couple (m,n) donné, I'estimation des
parameétres «, p et v peut se faire en minimisant les erreurs entre les volatilités implicites du modele et les
volatilités du marché {o]"**} :

B o (S, Kisa, p,v) 99
(&, p,0) = r%gan{a a, p,v )} (99)

b) Deuxiéme approche : Estimation de p et v

On peut réduire le nombre de parameétres & estimer en utilisant o a7 pour obtenir & via la relation (98) au lieu
de l'estimer directement. On estimera donc uniquement p et v, estimateur de « proviendra de la recherche de la
racine de 1’équation cubique :

2 Lo [ o [14 252 ] s 02 <0

24(S 4 X)2—28 4(S+ M-8 24
(&, p,0) = rgmmz {UZ — o (S, K;a(p,v), p, 11)}2 (101)
apw
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Algorithme d’optimisation : Pour les deux approches, on utilise un algorithme de recherche de minimum global
multistart avec plusieurs points de départ tirés aléatoirement selon la loi uniforme multidimensionnelle sur un
compact bien choisi de R® pour la premiére approche et de R? pour la deuxiéme.

7.3 Annexe B : Grecques sous le modele SABR )-shifté

7.3.1 Grecques Bachelier

On montre dans cette section le Delta/Gamma/Vega d’un contrat swaption dans le cadre du modéle de Bachelier :
— S(t) le taux swap observé a la date t.
— K le strike du contrat
— T la maturité du contrat
— o la volatilité du taux, supposée constante sous Bachelier.
— ¢ € {—1,+1} selon le type du contrat (payeur, receveur) respectivement.
— Pgacn(t) le prix Bachelier du contrat en ¢
— An(t) Pannuité en ¢.

Le prix du contrat est donné par la formule :

Pooen(t) = An(0oyT=n (A2  SEOLZ20 v (2E0 =20 (102

Ou N représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On suppose ici que t = 0 et pour
alléger les notations : An(t) = 1.

Le delta Bachelier est donné par la formule :

8PBach (t)

ABach = 8S(t) = ¢N( ¢(S(t) — K)) (103)

Le vega Bachelier est donné par la formule :

VBach = MDL;’IG) — \/TN/(M) (104)

Le gamma Bachelier est donné par la formule :

_ 0°Ppaen(t) 1, St)—K
I= stz a\/TN( oV T

) (105)

7.3.2 Grecques SABR

Dans le cadre d’'un modele SABR, on approche le prix du contrat swaption par la formule fermée de Bachelier
appliquée aux mémes parametres définis en amont, sauf la volatilité qui est désormais une fonction locale du taux
swap, du strike, et d’autres parametres du modele. Sa formule approchée autour de la monnaie est donnée par
Hagan et al., notée sous la forme og(S, K, ) avec « la valeur de volatilité stochastique SABR & l'instant (t=0).
Le prix du contrat swaption s’écrit donc sous la forme :

PSABR(t) :PBach(S(t),K,O’B(S(t),K,a)) (106)

Le delta SABR est donné en utilisant la régle de dérivation en chaine :

OPsaBr(t)
35(0)

_ 8IDB’a,ch + 8IDBG,ch 603
- 08 do 0S

dop
= ABa,ch + VBach X —mo

oS

AsaABr =
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Par le méme raisonnement qu’avant, le Vega sous SABR est donné par la formule :

__ OPsapr(t)
VSABR = T
_ aIDBach aUB
9o Oda
=v X 9o
— VBach 80&
Le Gamma SABR est déduit du Delta SABR :
r _ OAsaBR
SABR 788(15)
82
= 1—\Bach + VBach X ng

7.3.3 Grecques ajustés sous SABR shifté

Le taux swap et la volatilité SABR, étant corrélés par un coefficient p, un bump du taux est vraisemblablement
accompagné par un bump de volatilité et vis-versa. Pour cela, Barlett (2006) propose un ajustement dans les
formules des grecques SABR :

OPpach . OPBach ,00p | Oop dsa

Apartett = 5o 90 o5 T Ba 05
dop §
= AsaBr + VBach%%;

Avec % calculé par différences finies et 555—; qu’on peut facilement déduire de la dynamique de (S, a(t)) sous
SABR A-shifté : On rappelle la dynamique SABR, A-shifté :

dS; = o (St + )\)Bth
day = vou <det + Mdzt)
E [th <det T deZt)} — pdt

On déduit de cette dynamique que :

_ pv /1 — p2 1
dOét (St T /\)5 dSt + VOt 1 14 dZt ( 07)
et donc : .
s pv
=" & 108
55 ~ (S+ NP (108)

Par le méme raisonnement, on écrit :

8PBa,ch 803 80'8 5@5
90 8o T 05 da

0o 0aS

35 da

)

VBarlett =
= VSABR + VBach

Avec :

5aS  p(S+ N
F R (109)

B
s, = Mdat + 8P an/1 - p2dz; (110)
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8A arle
1—‘Barlett = %
_ 0 [OPgach , OPgacn (Oon | dos dsa,
08 | 0S do oS Oa S
_ 0 [ Jdop | Jop dsa
- 85 -ABach + VBach( 95 da 65, ):|
Al dop dsa
=35 _ASABR + VBachaa(sS:|
0 | 0op dsa
=T's4BR + VBach 55 B { e 65&
0 [905 dsa
0S| 0a 6S
_ ﬁ Jos pv
T 0S| 0a (S+ NP
Q%o pv _3 pv Oop
T 0S0a (S + N8 (S+ X)B+1 da
_ pv &op _ dop [
T (S+MNEF\0S0a da S+ A
On a donc : X
_ pv 0°cp Odop BB
Iariett = 'saBr + VBachi(S_’_ NG <8S8a B SN )\) (111)

7.4 Annexe C : Changement de numéraire

7.4.1 Changement de numeéraire : de la mesure annuité a la mesure risque neutre

Si on se place Iinstant t=0 on a besoin de calculer E( fg%f) | Fv), avec un changement de numéraire entre B(t) et

une annuité An(t) qui définit une probabilité Q on a :

~ IMt IMt
(m | Fo) = E° ( d@' (112)
Avec la dérivée de Radon-Nikodym donnée par le théoréme de changement de numéraire :
dP B(t) An(0)
il R . 11
aQ|, = An(t) B(O) (113)
t
On obtient alors : M M
E(57 | Fo) = An(0 )E@( = | Fo) (114)

"B
car An(0) est Fo-mesurable et B(0) =1

7.4.2 Calcul des drifts sous la mesure annuité commune - Preuve

Le but ici est de calculer les drifts associés aux taux swap (S™")(n,n) dans le modele SABR-shifté multivarié
défini sous la mesure annuité commune Q"2, associée au numéraire annuité (A*2(t));. Sous ce numéraire, seul le
taux swap S*? est une martingale, son terme de drift est alors nul.

Pour m > 1 et n > 3, le drift p™"(t) s’écrit :

Al ,2 Am,n
)t = ——hmd < 5P, =L
H ( ) Am n < S Atl,Q >
n (115)
A7
=~ mn X
DY

i=maz(m+1,3)
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P;(t)

Avec X; défini pour 3 < i < n comme la différentielle totale de la covariation quadratique < S;™", B qu’on
obtient avec la relation de récurrence :
Ps(t
Xp= DO gpen g2
P(t) (14 5;7°) (116)
()X- *) d< SP™™, S~ > pouri >3

X; = 1 — ————
P B+ S

Avec P;(t) = P(t,T;) le prix en t du ZC de maturité T;
En utilisant cette formule de récurrence, on obtient une formule générique pour (X;);c(s,...,n} cOmme suit :

Pt d< ST, SV S
Xi = E : T
) 1+

= i Pit) o™ (S + 0 x ad T (ST + NP X Pl 1) g
Pa(t) 1467717

Pour prouver cette proposition, on s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 1. Soient X,Y, N trois actifs. Si on note R = %, le terme de drift de R dans le numéraire N est donné
par :

N Y
Ur,Ndt = —?d <R, N >t (117)

Si de plus on considére un nouveau numéraire M, alors le drift pr,pm de R dans le numéraire M est relié a celui
défini dans le numéraire N par ’équation :
M

N
/JLR7Mdt:,uR,th—d<R,M > N (118)

On applique cela dans notre cas d’étude, pour un couple (m,n) donné, on a :

P(t,Twm) — P(t,Ty)

Sm,n —
t m,n
A

(119)

On pose alors X; = P(t,T) — P(t,T), Y: = N; = A7"", X, et M; = A}*>. On applique la formule du drift

R= % = S™" on obtient :

n,m A1’2

A
usnl,n7A1,2dt = usm,n’An,mdt — d < Sm’n7 — > 4Am —~

e (120)

m.n a1,2 représente le drift de S™" dans la mesure annuité commune associée au numéraire A2, on a alors
S A )
mon a1,2(t) = ™™ (t). Par ailleurs on a :

smin A

n,m " A™
An.m ’An,m
=—d< 8™ 1>,
=0

“Sm,nyAn,mdt = —

Ce qui est cohérent avec le fait que S™™ est une martingale sous sa mesure annuité associée au numéraire A™",
son drift est donc nul. Finalement on obtient :
1,2 m,n
Ay mon Ay

gt ) dt = —Sted < ST
A A}?

> (121)

Pour m > 1 et n > 3, on peut écrire ce drift sous la forme :

n

AL2
() dt = _Af}“" >ooox

i=max(m+1,3)

Avec : X; =d < S;"", >
¢ Pz(t)
_Z (1) 7" (ST AN X o T (ST 4 NPT X Py 1)
P2t 145771
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Nexialog Consulting est un cabinet de conseil spécialisé en Banque et en Assurance. Organisés autour de 3
domaines d’activité - Risques Bancaires, Financiers & Assurantiels - nous intervenons au sein des équipes mé-
tiers afin de les accompagner depuis le cadrage jusqu’a la mise en ceuvre de leurs projets. Associant innovation
et expertise, le savoir-faire de notre cabinet a permis de consolider notre positionnement sur ce segment et de
bénéficier d’une croissance forte et réguliere.

Les besoins de nos clients étant en constante évolution, nous nous adaptons continuellement pour proposer le
meilleur accompagnement. Le département R&D de Nexialog Consulting se donne pour objectif de proposer des
solutions innovantes a des problématiques métier ou d’actualité. Pour cela, nous nous appuyons sur des librairies
internes et sur le travail de nos consultants. Le péle R&D Nexialog a également pour mission de former les colla-
borateurs sur ’évolution des techniques et la réglementation en lien avec leur activité.

Site web du cabinet : https://www.nexialog.com
Publications : https://www.nexialog.com/publications-nexialog/
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