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Résumé Cet article aborde deux grandes familles de méthodes qui per-
mettent ’estimation des sensibilités, a savoir, les méthodes par différence
finie et les méthodes Pathwise. On s’intéresse particuliéerement & ’appli-
cation de I’Adjoint Différentiation, une des méthodes Pathwise, dans le
domaine de la finance avec la finalité de calculer les sensibilités des prix
des instruments financiers par rapport a différents facteurs. Dans cet
article, on utilise la méthode d’Adjoint Différentiation dans le but de
calculer les sensibilités de la CVA pour certains produits de taux exo-
tiques. On montre que cette méthode est aussi précise que la méthode par
différence finie centrée tout en demandant un temps de calcul moindre.

Keywords: Différence finie - Adjoint Différentiation - Monte Carlo -
produits financiers.
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Introduction

Le calcul des grecs est d’une tres grande importance dans le domaine de la
finance, par exemple dans le cadre de la FRTB ou de la couverture (d, vega, 7).

Dans cet article, on présente la méthodologie de calcul des grecs par AD
(Adjoint Différentiation), une méthode appartenant a la famille Pathwise, puis-
qu’elle présente certains avantages par rapport aux méthodes de la famille des
méthodes par différence finie.

Dans un deuxiéme temps, on décrit 'utilisation de I’AD dans le calcul opti-
mal des grecs du Swap et de la Bermuda Swaption et on fournit des résultats
numérique permettant a la fois de confirmer la méthode et de montrer son opti-
malité.

Dans un troisieme temps, on définit la CVA (Credit Value Adjustment) et on
présente une adaptation de ’AD permettant le calcul des grecs de celle-ci. On
finit par exposer des résultats numériques relatifs a la CVA des deux produits
de taux précédents.

1 Approximation par différence finie

Soit une variable aléatoire P(#) qui dépend du parameétre 6, On suppose que
I'on dispose d’un mécanisme qui nous permet de simuler P(6) et on note P(8)[]
la p-iéme simulation de P(6).

On définit

a(8) = E[P(6)].

On note o/(0) la dérivée de la fonction « par rapport au parametre 6. L’objec-
tif est d’estimer o/(6). Dans la pratique, «a(f) pourrait étre le prix d’un produit
dérivé et 6 la volatilité du modele associé.

Ci-dessous, on explique comment estimer «/(6) par deux méthodes par diffé-
rence finie : la différence finie a droite et la différence finie centrée. Les estimations
par différence finie évoquent un dilemme biais variance qui est aussi abordé.

1.1 Biais de ’estimation par différence finie

Soit i > 0. Soit N, un entier naturel. On réalise les N,, simulations PIPl(9)
et les N, simulations PP(¢ + h)
L’estimation par différence finie & droite de o/(f) est
Yo plel 2
Z PP+ h) — P®I(0)
3 .

~

AF(NZN h) =

1
N, &
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Si a est deux fois dérivable, la formule de Taylor permet d’écrire
a6+ h) = a(8) + o/ (B)h + %a"(e)fﬁ + o(h?).
On en déduit le biais de Iestimation A F

Biais(Ap)(N,, h) = E[Ap(N,, h) — /()] = %a”(ﬁ)h + o(h).

Par ailleurs, on définit I’estimation par différence finie centrée par

1 i PO + h) — PP — )

AC<NP7h) = Fp h

p=1
Si « est trois fois dérivable, on peut montrer que Biais(AC(Np, h)) = é o (0)h?+
o(h?).

L’estimation centrée est plus précise que ’estimation a droite. Le biais de
I'estimation par différence finie dépend a la fois de h et de N,.

Afin de s’assurer de la qualité de I'estimation, il faut calculer la variance de
I’estimateur.

1.2 Variance de l’estimation par différence finie
Considérons l'estimateur par différence finie & droite dont la variance est

NP
(PP 4 h) — PPL(9))). (1)

p=1

1

Var[Ap(N,, h)] = h~*Var|
Np

Par la suite, on se met dans le cas simple ot les (PPI(), PPI(6 + h)) sont
iid. ( se simplifie en

Var[Ap(N,, h)] = Var[(P( + h) — P(6))]. (2)

h—2N,

La valeur de la variance est donc déterminée a partir de l'ordre de grandeur
de Var[P(6 4+ h) — P(0)] qui est une fonction de h.
Dans la pratique, on se retrouve généralement dans I'un des cas suivants

O(1), casi
Var[P(6 + h) — P(9)] = ¢ O(h), casii (3)
O(h?), cas iii.
De maniére générale, on se retrouve dans le cas 7 si on simule P(0) et P(0+h)

de maniére indépendante. Le cas échéant et sous la condition peu exigeante de
continuité de Var[P(0)] en 6, on a
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Var[P(0 + h) — P(0)] = Var[P(0 + h)] + Var[P(0)] — 2Var[P(6)].

Par conséquent, la variance de l'estimateur par différence finie a droite di-
verge quand h tend vers 0.

Le cas ii se présente typiquement lorsqu’on simule P(0) et P(6 + h) de ma-
niere dépendante, c’est a dire lorsque les réalisations aléatoires utilisées pour
simuler P1() sont sauvegardées et réutilisées pour simuler PP/(§ + h)

Pour retrouver le cas i, on a généralement besoin, outre l'utilisation des
mémes réalisations pour les simulations de Y(0) et de Y (0 + k), de la continuité
presque siire de Y(.). Le prix de l'option digitale appartient au cas ii sans ap-
partenir au cas 74, tandis que le prix de 'option européenne est un exemple du
cas 7.

Excepté le cas i, la variance de l’estimateur diverge pour les petites
valeurs de h. Au contraire, diminuer la valeur de h permet de diminuer le biais.
C’est le dilemme biais variance.

1.3 Equilibre biais variance

On se place dans un cadre général et on note A = A(n, h) un estimateur
générique par différence finie de o’(f). Notre objectif est de minimiser Perreur
quadratique moyenne suivante :

MSE(A(n,h)) = E[A — &/ (0))? + Var[A]. (4)

Soient

R R 2

E[A — o/(8)] = bh® + o(h®) et Var[A] = % +o(h™"), (5)

respectivement le bais et la variance de A avec B, n, o des réels strictement
positifs et b un réel non nul.

Si A est lestimateur par différence finie a droite, 8 =1 et si A est lestima-
teur par différence finie centrée, § = 2.
On remarque aussi que n = 2 correspond au cas i de et que 7 = 1 correspond
au cas .

On considere la séquence d’estimateurs A(n, hy) telles que

hpn = hn™7, (6)

ou h, et 7y sont positifs.
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En injectant les deux expressions (6) dans (5], on obtient

2
MSE(A) = b2h28 + 2.
(B) =0+
Ainsi, Asymptotiquement, la valeur de v maximisant la vitesse de décrois-
sance de la M SFE est v = 251+77. On voit que 'on. Pour ce v optimal, on a
N 8
MSE(A) = O(n~%%). (7)

Plus précisément, on a

n7# MSE(A) —s b2h% + o2hI7.

n—-+o0o

On aboutit donc a la valeur optimale de h :

7)0‘2 1

h, = (2,6’b2 )25+ (8)

La table ci-dessous de [I] récapitule les résultats dans le cas d’une différence
finie a droite et d’une différence finie centrée.

Estimateur variance  biais  h, optimal ordre de convergence  h,

de 'MSE
Api G SO O oy i
Ap % %o/"(@)h O(n*é) O(nfé) if:—fé)i;
Ac,i i LaM(O)h  O(nh) o3 %
Acii U,%T’l“ ta"(0)h O(n~5) O(n™5) 3‘/’/_%31'2

Vitesse de convergence pour les estimateurs a incrément optimal h,,. L’indice ¢
(resp. %) dans lestimateur A est relatif au cas ¢ (reps. ).

Dérivées de second ordre Soit l'estimateur de la dérivée de second ordre
suivant

Y, (0 +h) —2Y,(0) +Y,(6 — h)
h2
Méme en utilisant des variables aléatoires communes pour les trois simula-
tions YP1(6 — n), YIP1(9) et YIPL(§ + h) pour une fonction «(f) dérivable d’ordre
quatre, on peut au mieux atteindre une vitesse de convergence de [] d’ordre
O(h=%T). Ainsi, Si on les compare avec les dérivées premicres, les dérivées se-
condes sont plus difficiles a approcher.
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Conclusion

Les méthodes par différence finie fournissent une bonne estimation de la
sensibilité certes, mais a défaut d’un bon choix de 'incrément, on obtient des
résultats instables et imprécis. D’un autre c6té, pour une fonction a plusieurs
variables, le nombre d’évaluations de la fonction nécessaires afin de déterminer
toutes ses sensibilités avec une méthode par différence finie augmente linéaire-
ment en fonction du nombre de variables. Ainsi, le cotlit de la méthode devient
onéreux pour les fonctions & grand coiit d’évaluation. La famille des méthodes
présentée ci-dessous ne présente pas cet inconvénient.

2 Les méthodes Pathwise

Au contraire de la méthode par différence finie, les méthodes Pathwise ne
nécessitent qu’'un seul jeu de simulation, celui qui est relatif au point 6.

De manieére plus formelle, soit (¢;)o<i<n, la suite strictement croissante d’ins-
tants et considérons un instrument financier général dont le prix P dépend du
parametre 6 et des taux courts (7, )o<i<n, et soit V(0) = E[P((r,)o<i<n,,?)]
sa valeur. Etant donné les conditions de régularité suivantes [I] :

— (C1) Pour tout 4 et pour tout 0 < i < Ny, r},(0) existe avec une probabilité
1
Soit Dp I’ensemble de points de différentiabilité de P

— (C2)
— (C3) 1l existe une constante kp telle que pour tout z,y € RV x R,
[P(x) = P(y)l < kp [l —y |l

— (C4) Pour tous 61,05 et pour tout 1 < i < Ny, il existe une variable aléatoire
ki telle que |ry, (82) — 1, (01)] < Kil02 — 01] et E[r;] < o0,

Pour tout 6, P[((Tt,-)ogigNﬁ 0) € Dp] =1

Iinterversion des signes de dérivation et d’intégration est possible et on peut
écrire
V() _ 5[ 0P((re;)osizni, 9)
00 00

La dérivation de la variable aléatoire a l'intérieure de I’espérance dans se
fait pour chaque trajectoire de la diffusion de (74, )o<i<n, -
En ce qui suit, on explique comment calculer cette dérivée en utilisant 1’Adjoint
Différentiation, une des méthodes Pathwise.



Estimation des sensibilités de la CVA par Adjoint Différentiation 9

2.1 Introduction a I’Adjoint Différentiation

Le travail ci-dessous se base sur les travaux d’Antonov [2]. Dans son article,
[2] explique comment calculer les sensibilités par AD pour des produits dérivées
path-dependant : 11 présente d’abord ’AD pour les les instruments financiers a
terme. Ensuite il explique comment appliquer ’AD pour les produits exotiques
a travers I'exemple des Bermuda Swaption et il finit par décrire la méthode
Backward differentiation qui permet d’alléger les cofits de stockage en appliquant
I’AD classique sur les valeurs de continuation du produit dérivé.

2.2 L’Adjoint Différentiation pour les instruments financiers a
terme

L’adjoint différentiation permet de calculer une valeur de la dérivée pour
chaque trajectoire simulée, et le passage aux dérivées de V(6) se fait par Monte
Carlo (MC) i.e :

V() 1 K OP((r)ocicn, 0)
0 N, = 0 ’

ol rg) | est la p-eme simulation du taux court a l'instant ¢;.

. . . OP((rPo<i<n, 0)
Ci-dessous, la procédure rétrograde permettant de calculer ——7————

est détaillée. Pour alléger la notation, on omet 'indice p.

Supposons d’abord que le processus (r;); est Markovien et qu’il permet une
relation de récurrence de la forme

Ttigr = G(Ttu Z“e) 0<i< Ng.

ou les Z; sont des variables aléatoires iid de loi normale centrée réduite et G
une fonction réelle.

A noter que ces conditions ne sont pas contraignantes et qu’elles sont attei-
gnables par une discrétisation d’Euler par une grande partie des modeles de taux
telles que le modele de Black et Scholes et le modele de Vasicek utilisé pour les
applications numériques.

On a alors

P((r+,)o<i<n,,0) = P((rgs - s 7N,—1, G(rN,—1, ZN,~1,0)),0).

rn, n'apparait donc plus dans la formule, en revanche, la variable aléatoire
Zn,—1 est apparue. Puisque Zy,_1 ne dépend d’aucune autre quantité (notam-
ment 6), on peut la considérer comme parameétre de la fonction Py,_; définie
par
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Py, —1((re,)o<i<n,—1,0) = P((1,)o<i<n,, 0).

Ceci permet d’écrire

8PNt_1 8PNt 8PNt 8G(7"Nt—1,ZNt—1,9)

0 00 ' ory, 90

Ensuite, on calcule la quantité utile

6PNt—1 oP + 8PNt 8G(7“Nt—17ZNt—1a9)

8rNt_1 8rNt a’l'tNt aTNt_l

R L . s OPi_ -
De maniére générale, on passe de %P iy 2 57— en utilisant d’abord

P, 0P n OP;, 0G(ry,_,, Z;i—1,0)
00 90 Ory, 00 ’

9)

la quantité % étant calculée a I'étape précédente. Ensuite, pour 1’étape
suivante, on calcule

8Pi_1 . OP 8H 6G<Tti,1,Zi—179>
ore, _, B ore,_, ory, ore, , .

ou P; est définie telle que

(10)

Pi((rt,)o<i<i-1,0) = P((re, Jo<i<n,, ).
A T'étape finale on déduit les valeurs

or,  on
60 ’ 3rt0 ’

Puisque P, ne fait plus apparaitre que ry, et 6, % est la dérivée totale de

P par rapport a 0 et 3%;— est la dérivée totale de P par rapport a rg.

La procédure AD ci-dessus fournit deux dérivées en utilisant les données
d’une seule simulation de prix.

Afin de réaliser ’AD, il faut au préalable calculer analytiquement les déri-
vées :

0G (1, Z;,0)
87“ti
8G(ry,, Z;,0)

0 (11)

87”ti

La complexité numérique de 'AD est O(N? x N,,).
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2.3 Optimisation de ’Adjoint Différentiation

On propose une méthode pour optimiser le cotit de la procédure AD a travers
I’exemple d’un Swap de taux qui est un instrument financier a terme.

Swap de taur Le Swap de taux est un échange périodique de taux entre deux
contreparties, le taux Libor contre le taux d’exercice K. Le graphe [T résume les
Cash Flow d’un Swap.

|M Fonctionnement d’un Swap de taux

Taux fixe K

to &w(m Ra(z) Rau—l) goa)

Taux Libor L(tyi-1), tp@i))

FiGURE 1: Cash Flow d’un Swap.

Soit I > 0 et ¢ une application de [0, I] NN dans [0, N¢;] NN telle que la suite
o(4)o<i<r est strictement croissante avec ¢(0) =0 et ¢(I) = N;.

On note L(t¢(¢_1),t¢(i)) le taux Libor entre les instants fg;—1) et g et
D(0,t4(;y) le discount factor par au temps t4(;).

Soit un Swap payeur qui consiste & recevoir en chaque instant ¢4(7) (i > 0)
un Cash Flow de L(tg(;—1),t4(;)) — K (ce Cash Flow peut étre négatif).

La valeur de ce Swap est

I
E[P((ri,)o<i<n, 0)] = E[Y  D(0, t4(i)) (Lto(i-1)s tog)) — K))-

i=1

L’AD classique consiste & dériver l'expression de P((r,)o<i<n,,0) par rap-
port & tous les taux courts (7, )o<i<n, -
Cependant, il y a deux choses a noter :

— P ne dépend que des taux r; ;).

— F¢(i) = L(t¢(i,1), t¢)(i)) — K ne dépend que de Tty (i—1)-

On a donc finalement besoin de calculer uniquement la dérivée de L(tq(i —
1),t4(i)) — K par rapport a r,, ce qui permet de réduire considérablement le
temps de calcul.

Avant mettre en place la nouvelle procédure AD qui en découle on définit
d’abord la notion de dérivée conditionnelle : soit une fonction dont les taux
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courts font partie des variables. Soit z un parametre de cette fonction. On dé-
finit %U—}i par la dérivée total de f par rapport a x en cosidérants les taux
courts 7 tels que t < t; comme des variables propres et les taux courts r; tels

: aP )
que t > t; comme des fonctions. Par exemple, on a aTtiLF.ti = o

Soi
On peut construire le payoff P du swap a travers les flux en exploitant la
relation de Chasles du discount factor : D(0,s) = D(0,t)D(t,s) pour 0 <t < s.

La construction se fait par mise a jour de la valeur de P initialisée a 0. On
commence par rajouter le flux Fyy a P qui est ensuite actualisé a I'instant du
flux précédent par le discount factor D(tg;—1),te(r))- Ensuite, on rajoute le flux
Fy(r—1) et on actualise a travers D(ty—2),ts1—1)). Ces opérations sont répé-
tées jusqu’a I'étape finale ol on rajoute Fy1) et on actualise par D(0,%4(1)). On
aboutit ainsi a la valeur P du payoff du Swap.

Cette maniere de construire le payoff est couplée avec 'AD afin de calculer
les dérivées : Le rajout des flux et lactualisation sont accompagnés par une
modification de la valeur de la dérivée qui est initialisée a I'instar du payoff. Le
rajout de flux est précédé par quelque étapes de I’AD. Suite a des simplifications
mathématiques, on peut démontrer que ces étapes se résument par les deux
opérations suivantes :

opP orP O,
8Tt¢(i_1) |]'-t¢(i71) 6rt¢(i) 87“%(1-_1) |.7:t¢(1'71) ( )
opP oP  oP Oy,
il e 9T Thae 13
do |Ft¢<i*1> do  Ory,,, Oo |f‘¢<z‘—1) (13)

Ces deux opérations permettent de simplifier la procédure classique d’AD en
réduisant le nombre total d’étapes. Elle sont possibles puisque a chaque étape le
prix est une fonction de 74, , . Les étapes du calcul sont reprises en détail en
annexe.

2.4 Adjoint Différentiation pour les instruments exotiques

Le but de cette partie est d’expliquer comment utiliser ’AD afin de calculer
les sensibilités des produits dérivées a caractere exotique et ce a travers I’exemple
des Bermuda Swaption de taux et en utilisant la méthode optimisée ci-haut.

Bermuda Swaption On définit d’abord

+
PS(j) = E{Z Dty to(a) (L(toti-1): toci)) — K)‘ftml :
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PS(j) est une fonction de 6 et de ry,. Le calcul de PS(j) et de ses dérivées
se fait & travers la méthode Least Square Monte Carlo (LSMC). La méthode est
détaillée en annexe.

Néanmoins, on note qu’il est possible d’avoir une formule analytique de PS(j)
pour certains modeles de taux.

Une Bermuda Swaption de taux est une option sur un Swap de taux, i.e. elle
donne a son détenteur le droit et non pas l'obligation d’entrer dans le contrat
de Swap en les instants t4(;) (j < I). Si 'option est exercée, la valeur de la
Bermuda Swaption est

1

+
ElD(Q%(J‘))E[ > D(taa(j)’%(i))(L(%(i1)at¢<z‘>)—K)‘ft¢<j)} ] = E[D(0, t4(;)) PS()]-
i=j+1

C’est la valeur d’'une Swaption dont les Cash Flow ne commencent qu’a I'instant
tivr.
La procédure de I’AD pour une Bermuda Swaption est comme suit

— Premiére étape. On se place a l'instant finale ty, et on définit la valeur
Vn, =0.

— Deuziéme étape De maniere générale supposons que V() définie. On calcule
d’abord

Ve(toi-1)) = E[Dpi—1), to@)V o) Froi )

par LSMC. On calcule aussi ses dérivées

OVeltpi-1)) o OWVeltyi-1))
8rt¢(i_1) Oo

— Troisiéme étape Calcul de PS(j-1) et ses dérivées

OPS(j-1) , OPSG-1)
Oty (j-1) do

— Quatrieme étape Définition de Vi ;_1) et de ses dérivées

Voii-1) = Veltoi-1)) Lvi(tpi)=Psi—1) T PSU = Dv,t,, 1) <PsG-1)

Wpi-1) _ 3Vc(t¢(i—1))]lv ) +8PS(z‘ — l)lv e

Mty Oty 1y e(oe-n)2PSE=DT gy |y Vellea-n)<PSG-1)

OWVoi-1) _ Velto-n) 4 L 0Ps(i-1) |
9o = 9o Ve(tyi—1)2PS(i—1) o Ve(tpi—1))<PS(i—1)

— Cinquiéme étape A V'instar du Swap, on aboutit aux valeurs des grecs
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3 Résultats numériques sur ’AD

Afin de vérifier I'exactitude de la procédure développée pour I’AD, on trace
les courbes de delta et de vega de ce produit et on les compare avec avec les
courbes générées par une méthode par différence finie centrée.

Pour la méthode par différence finie, on prend h = 10~* (un point de base), qui
est du méme ordre de h,, pour toutes les applications.

On considéere la Bermuda Swaption simple sur 5 années permettant a son déten-
teur d’entrer dans un contrat de Swap aux instants f4(;). Le Swap sous-jacent
permet un flux financier chaque 6 mois.

Comparaison entre I'AD et les différences finies pour la CvA du Bermuda Swaption

o007

% delta par AD IO x
» delta par BR {r“x J"m"x *
X 0.06 - I
0.08 X x 4
x
X ¢ *
* 0.05 J
x §
0.06 4 *
0.04 4 %
x x
2 S ¢
* x
% ] x
0.04 X > 0.034 "
X x *
* X %
N, 0.02 ) |
*
0.02 % %
Ve 0.01 - o
b4 X
& <

0.00 | >odcen00odd 0.00 4 ,.o.f.wxr"(

vega par AD
vega par BR

Wolotpeng
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0.002 0.004 0.006 0.008 0010 0012 0014 0016 0.018
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FIGURE 2: Courbes de delta et vega de la Bermuda Swaption en fonction de 7g
par AD et par différence finie

Les deux méthodes fournissent des valeurs tres proches confirmant ainsi la
méthode d’AD. Quantitativement, on peut majorer la différence d’estimation du
delta par 7.1072 et du vega par 5.10~2 pour chaque point & la fois pour le delta
et le vega.

On peut aussi tracer l'intervalle de confiance a 95% de 'estimation de chaque
point. Les deux méthodes donnent des résultats tres semblables. Ci-dessous les
résultats de PAD :

T T T T T T T T T
0.002 0.004 0.006 0.008 0010 0012 0.014 0016 0018
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Intervalle de confiance sur I'estimation des grecs par AD

Intervalle de confiance du delta
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FIGURE 3: Intervalle de confiance sur l'estimation du delta et du vega de la
Bermuda Swaption par AD

Produit Caplet Swap Swaption Bermuda Swaption
Temps de calcul AD 12 13 17 100
Temps de calcul différence finie sur AD 12 19 26 201

TABLE 1: Comparaison de temps de calcul (en secondes) de 50 valeurs de delta
et de vega entre AD et différence finie

Comparaison des performances entre AD et différence finie Ci-dessus, on com-
pare le temps de calcul des grecs pour les deux méthodes de dérivation utilisées.
permet de confirmer que I’AD est plus performant que les méthodes par
différence finie, surtout pour les produits dont I’évaluation est cofiteuse.

4 Credit Value Adjustment CVA

Cette partie est consacrée a la définition du Credit Value Adjustment (CVA)
et a ’élaboration de méthodes d’estimation de ses dérivées pour chaque produit.
4.1 Définition de la CVA

La CVA (Credit Value Adjustment) peut étre définie comme ’espérance des
pertes dans un portefeuille de transactions en cas de défaut de la contrepartie.

Afin de définir la CVA de manieére plus rigoureuse, considérons d’abord une
unique contrepartie et notons 7 la variable aléatoire définissant son temps de
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défaut. 7 est un temps d’arrét.

En reprenant les notations des sections précédentes, V.(t) désigne la valeur
de continuation de I’ensemble des contrats en cours avec cette contrepartie.

Soit un taux de recouvrement constant 0 < R < 1. La CVA unilatérale, qu’on
appelle simplement CVA, calculée au temps ty = 0 est définie par :

CVA= (]- - R)E[]]-0§7<TD(O7 T)‘/;(T)+]a (14)

ou T correspond a la date de la fin de tous les contrats.

En supposant dans un premier temps une absence de corrélation entre 1’évé-
nement de défaut et les informations du marché et en procédant par une dis-
crétisation temporelle tc = 0 < Ty <,...,< Ty = T, on approxime la CVA
par

Il
P4

CvVA=(1- R)i Q(Ti-1 < 7 < TH)E[D(0,T;)Vo(T) ], (15)

i=1

ot Q(T;—1 < 7 < T;) est la probabilité d’occurrence de I’événement de défaut
entre les instants T;_1 et T;. Dans cette approximation, ’événement de défaut
se situe en la fin de la période.

4.2 Vision générale sur le calcul de la CVA

Il y a plusieurs modeles mathématiques élaborés pour la probabilité de défaut.
Néanmoins, on se place dans le cadre simple ou les probabilités de défaut sont
issues de l'interpolation linéaire de données historiques.

La quantité est calculée par MC :

1= p=N, : '
CVA=(1-R) Y Qs < 7 < T 2" D(o,?[p]vc(m[pﬁ’

i=1

(16)

Le point clé pour le calcul de la CVA est donc de pouvoir calculer les valeur de
continuation. Puisque ’AD développée ci-haut se fait au cours de la valorisa-
tion, Le calcul de la CVA est détaillé pour chaque produit en méme temps que
la procédure de ’AD pour la CVA.

Par la suite, on fixe N = I et T; = t4;). En fait, cette discrétisation n’est
pas importante dans le cadre de cette étude puisqu’elle ne s’intéresse pas a la
probabilité de défaut spécifiquement.

On note que la suite (7}); doit étre plus fine que (f4(;)): et que la discrétisation
de diffusion (¢;); est plus fine que (T;);.
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4.3 Meéthode de calcul des sensibilités de la CVA par AD

L’objectif de cette partie est d’adapter I’AD sur les produits financiers [2]
vue précédemment afin de pouvoir I'appliquer sur la CVA en calculer de certains
produits financiers de taux.

On a

= 4 . 4 )F
VA _ 1 Ry O[Qts—1) < 7 <ty EID(O, by Velton) ']

a0 o0 (a7)

=1

On suppose que I’événement de défaut est indépendant de 6, on a alors

aCV A ey A[D(0, (i) Velts) ]
0 (1-R) ;Q(%(iq) <7 <ty E[ 9% ]

Méthode pour un Swap La méthode est comme suit

— Premieére étape Initiation de la CVA : a I'instant finale ¢4y, on a CVA = 0
ot QCVA 9CVA _
drg ' 00

— Deuxiéme étape : On se place au dernier instant de réception d’un flux fi-
nancier. On se situe donc a l'instant t4(r), le flux regu est L(ty1—1),te(r))-
On définit alors Fd)(I) = L(t¢(1_1), t¢([))

— Deuzieme étape : Fyry est une fonction de rg;_1) et o.
On se place donc directement a l'instant #47_1) et on définit

Vo—1) = D(tpr—1), ton) For) (18)

et ses dérivées

Wo(a-1) Wy , OD(tg-1),tem)
=D(tp(1-1)to(r)) + 3 Vo
Ortyr A= Gy Oreper ) o V6D |

(19
Wo-1) Wy | OD(tgr—1),tyr))
9 =D(ty(r-1), to(n)) oy + P |]—‘t¢(1_1)V¢([) (20)

— Troisieme étape De maniere générale, supposons que ’on dispose de a&

4]
Tt (i)
V(i) .
et — pour 1 <7< T —1.

On utilise la méthode LSMC afin d’approximer
E[V¢(Z) |Ft¢(i)}
Par la suite, on calcule

OEWVoi) | Frow]  OBVoto) | Froo]
Oty do
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— Quatriéme étape On calcule
Veltow) ™ = ElVao) Frp]

OV (tewy)  OE[Voay| ey, L
- ]E[V¢:(i)|]:t¢(i)]>0

Ay () Oty
aVc-i_(td)(i)) . 8E[V¢(i)|‘Ft¢(i)] 1
80' - 80_ ]E[V¢(i) |‘7:t¢»(i)]>0

Vo (tee)) |
5}

e,
— Clinquiéme étape On applique I’AD pour calculer ove o et We 8(;4’“)) |7 :

to

Vet (tow), OV (tow) Oty
8rt0 |]:to - 67"%(‘) 6rto |Ft0

WV llow) | _ Ve ltow) | OV (bora) oy
do o Jdo Oty do T

Ensuite, on applique la transformation

OV Ity OV (ty
e (o) OV (ty)

Brto 67“t0 |J:t0
OV (te)) OV (ty(iy)
Oo - oo |ft°

— Sizieme étape On définit
EE(tg)) = D(to, togi)Veltow)™
et ses dérivées

OEE(ty) Ve ltywy) , 0D(to, to(w)

= D(to, ty e
BTtO ( 05 d)(z)) (97"0 37’t0 |-7:10‘/c ( ¢(Z))
OEE(t4(;)) IV (tgw) | 9D(to,ts(i) +
o = Dlto, o) — 5 + =0 |, Vi (o)

— Septieme étape On calcule les moyennes par Monte Carlo

8EE(t¢(i))

et E
puis on met a jour la CVA et ses dérivées

CVA+——CVA+ (1 — R)Q(t¢(i—1) <7< t¢.(i))E[EE(t¢(i))]
OCVA _ 9CVA OEE(ty))

_ . < r < .
dro arg T (T BQUs-n) <7 < tow)El5 T
oCV A ICV A OEE(ty))
50 ¢ Tag T RQsi-1 < T < o)) El——75 =]

0"
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— Huitieme étape On se place a l'instant ty;_1) et on applique 'AD pour

V(i V(i
calculer 5—*4— |z ot —22
Ttp—1) 7 oG- 7

Froa-1y

—8V¢(i) | _ aVd>(i) 81“%(1,) [
67}14)(1_71) ]:t¢(i—1) art¢(171) art¢(i71> 'thb(i—l)
8V¢(Z) | _ qub(l) T 8V¢(z) 57'%(“ |
o Ttea-n do ors,., 0o Froiiot)

Ensuite, on applique la transformation

Wowy , Vs OL(tg(i-1), to(i))

|7

Ot iy Ortyyy 007D Ot iy
V(i) V(i) OL(tyii-1),ts(i))
Oo — oo |}-t¢<i—1> do

— Neuviéme étape On calcule

Vaii-1) = D(t¢(i—1)7 t¢(i)>V¢(i)

et ses dérivées

8V¢(i_1) 8V¢(z) aD(t¢(i—1)’ t¢(i—1))
or, = D(tgi-1) to(i)) ar, + ory ey Vot
P(i—1) b(i—1) b(i—1)
V(i) Vo) | OD(gi-1),ts(0))
50 = Dlto-1):te)— = + Py Ve

— Diziéme étape Si i = 1, on ignore ’étape précédente et on définit
Vo = Vo) = D(to(0): to)) Vs

et ses dérivées

WV 0) Wiy LoD (ts0): to(1))

87"t¢(0) - D(%(O)’ t¢(1)) 8rt¢(0) 87“t¢(0) |F‘¢(o) Vo)
V(o) Wiy | OD(tg(0): te1))
e = D(t¢(0), t¢,(1)) . + o |]:t¢(0) V¢,(1)

— Onziéme étape On calcule les grecs

oV aVy
arg ~ Elon, ]
ov oV

20 = Elp, ]

Méthode pour une Bermuda Swaption
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— Premiére étape Initiation de la CVA : a I'instant finale ¢4y, on a CVA =0
ot 9CVA 9CVA _
Oro © 00 .
On définit la valeur a l'instant finale Vi, = 0.

— Deuzieme étape De maniere générale, on suppose que Vy;) définie. On calcule
d’abord

Veltoi-1)) = E[D(tgi-1)s toi) V (to@ ) Fton_ s

par LSMC. On calcule aussi ses dérivées

OVelty(i-1)) ot OVeltg(i-1))
6Tt¢(i do

On calcule
Velto-1)" = ElVga-1Fepn)]*

a%+(t¢(i—l)) _ 8E[V¢(i—1)‘ft¢(171)] 1
8t¢(i71) 87‘%@—1) ]E[V¢(i71)|ft¢(iil)]>0

WV (ts—1) _ OBVoi—n|Fryioy)] 1
oo do ElVotu-1) Frg(i1)]>0

oty

PN . . v, i AV (tgi
— Troisiéme étape On applique I’AD pour calculer #1)) |7, €t % |7, -
0

IV (toi1y), OV (teiio1)) Oty s

8?"t0 |}-t0 - 81”%(1.71) 81”,50 |J:t0
OV (tyei-1)) = OV (tyii-1)) N OV (ty@)) Ortyiioy B
0o ‘o Oo Oty iy Oo ‘o

Ensuite, on applique la transformation

OV (toi-ny) , OV (to-1)

67"t0 87‘,50 |]:to
OV (tyii-1)) OV (tg(i-1))
oo — oo |]:"°

— Quatriéme étape On définit
EE(tgi-1)) = D(to, toi—1))Ve(toi-1))"

et ses dérivées

OEE(tsi-1)) OV (ty(i-1)) N dD(to,tg(i-1))

|70 Ve (tp(i-1))

= D(to,ty@i-1))

a’f’to 6’)”0 6rt0
OEE(tyi-1)) OV (tyi—1)) | 0D(to,ty(i—1)) +
— 0 D(to, ty(i-1)) 9% + % |7, Ve (to(i-1))

0"
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— C(linquiéme étape On calcule les moyennes par Monte Carlo

OEE(t
& (to(-1)

[ | OEE(ty(i-1))
87"t0

B[,

puis on met a jour la CVA et ses dérivées

CVA+— CVA+(1- R)Q(tqb(ifl) <7< t¢(i)>E[EE<t¢(i,1)>]
oCV A OCV A OEE (tyi—
- + (;rd’( 1))]
to

(1= R)Q(tgii—1) <7 < tgu))E|

87‘0 (91“0
oCV A OCV A OEE(tyi-1))
R e (1= R)Qty-1) <7< t¢(i))E[T

— Siziéme étape Calcul de PS(i-1) et ses dérivées (reprendre la procédure pour
la Swaption)
OPS(i—1) ot OPS(i—1)
8t¢(i,1) do

— Septieme étape Définition de Vy(;_1) et de ses dérivées

Viti-1) = Veltoi-1)) Wity 1> Psi—1) + PSS = 1)y e, 1))<Psi-1)

8V¢(i—1) _ 8Vc(t¢(i_1)) . st +8PS(i -1 v et
57"%(,._1) 8Tt¢(i—1) (ty(i-1))=2PS(i—-1) Dt g(i1) e(tpi—1))<PS(i—1)
WVpi-1) aVc(tqﬁ(i—l))]l oPS(i—1),

0 % Veltoi-1)2PS(i=1) T 5 LVe(ty(1-1))<PS(i-1)

— Huitiéme étape A Vinstar des autres produits on aboutit aux valeurs des
grecs

5 Reésultats numériques sur la CVA

5.1 Calcul de la CVA

L’étape la plus importante dans le calcul de la CVA est I'estimation de V..(T;)
par LSMC. Ci dessous, on fait une étude simple permettant de valider pratique-
ment la méthode.

Considérons le Caplet qui permet & son détenteur de recevoir un flux financier
a linstant ty, égal & L(tyr—1), 1)) — K.

Dans un premier temps, on calcule la valeur de I'exposition, i.e E[V,(t;)"]
aux différents instants £4(;). On a :

Velto@) ™ = El(Ltsa-1)stom) = K) T Fiy) (21)

L’estimation de est faite d’abord par LSMC en utilisant, d’apres la
littérature, les 3 premiers polynémes de Laguerre comme fonctions de base.
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Ensuite, on utilise la méthode M C? afin d’estimer 1i . Le nombre de simulations
et de simulations étant égal & N, = 10, le nombre total de trajectoires générées
est 10%. On voit donc que cette méthode est onéreuse.

p.ooo4 4 — parLsMmcC
w— par MC?

00003

00002 4

EXposimon

0:0001

0L0000

o 1 2 3 4 5
Temps (en années)

FIGURE4: Comparaison de I'exposition Ve (ts(;))T par MC? et LSMC.

La figure [d] permet de comparer les résultats des deux méthodes.

On définit La largeur relative de l'intervalle de confiance de la quantité estimée

par LSMC, 3 savoir largeur de 'intervalle de.co/nﬁance A 95% par 2 % 1.96M.
moyenne estimée N,moyenne

Pour chaque instant ¢4(;) et pour chacune des deux méthodes, cette quantité est
inférieure & 5.8%. Afin d’améliorer I'estimation par LSMC, il faut augmenter le
nombre de fonctions de base, cependant, on se heurte a des problémes d’inversion
de la matrice (Cpyp). D’apres la littérature, le nombre de simulations nécessaires
pour la convergence de la méthode augmente tres rapidement en fonction du
nombre de fonctions de base.

L’intervalle de confiance de I’estimation par M C? (Voir Annexe) contient 1’esti-
mation par LSMC, on peut donc confirmer les résultats de LSMC pour le Caplet.

Pour le calcul de la CVA, on prend LGD = 0.6 et les probabilités de défaut
historiques spécifiées dans le graphe [5| ci-dessous

Probabilité de défaut en fonction du temps

0.08

0.06

0.04

002

probabilité de défaut avant t

0.00

FIGURE 5: Valeurs des probabilités de défaut historiques.
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Les données ci-dessus permettent d’estimer, par la méthode MC2?, la valeur
de la CVA a 1.51e — 05.
On propose ensuite d’estimer la CVA a l'aide de la méthode LSMC. On choisit
trois familles de fonctions de base : les polynémes de Laguerre, les polynémes de
Legendre et les puissances de x (2%, > 0). Pour chaque famille de polynémes, on
fait varier le nombre de fonctions de base utilisées dans la méthode et on calcule
la valeur estimée de la CVA. Au-dela de 5 polynémes la qualité de 1’estimation
stagne pratiquement. Pour chacune des bases utilisées, la valeur de la CVA est
envion 1.51e — 5. Elle présente une erreur relative tres petite par rapport a la
valeur estimée par MC?2.

On propose maintenant de quantifier la stabilité du calcul de la CVA pour les
différentes bases a travers 'intervalle de confiance relatif & 95%. Ici encore, on
constate une largeur relative presque invariante de l'ordre de 3.4%. On justifie
le choix des 3 premiers polynémes de Laguerre pour les calculs par le fait que la
largeur relative de l'intervalle de confiance obtenue est plus petite.

On s’apergoit, suite aux résultats précédents, que la méthode LSMC fournit
une bonne estimation de ’exposition et de la CVA.
5.2 Calcul des sensibilités de la CVA pour une Bermuda Swaption

En gardant les mémes données numériques utilisées auparavant, on trace les
graphes de delta et de vega pour la CVA d’une Bermuda Swaption. On aboutit

au graphe
Comparaison entre I'AD et les différences finies pour la CVA du Bermuda Swaption
0.07
»  delta par AD R RR I . »  vega par AD
»  delta par BR . * »  wvega par BR
s x X
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0.08 # % ¥
p
® * %
4 0.05 4 J
x §
0.06 4 o*
0.04 ¥
T F © X
39 o ¥
# b4
% 1] X
0.04 1 x > 0.03 "
&
X X
& 4 %
N 0.02 4 L
x X
o
0.02 o, 4 %
X -
v 001 ¥ §§
X
w’fx 3 &?‘ﬁ
0.00 | 0000000000 000 se00000¢ Bobeng
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0] o

FIGURE 6: Courbes de delta et vega de la CVA de la Bermuda Swaption en
fonction de rg par AD et par différence finie
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Les deux méthodes fournissent des valeurs tres proches confirmant ainsi la
méthode d’AD. Quantitativement, on peut majorer la différence d’estimation
par 1072 pour chaque point & la fois pour le delta et le vega.
On peut aussi tracer I'intervalle de confiance & 95% de 'estimation de chaque
point. Les deux méthodes donnent des résultats trés semblables. Ci-dessous les

Intervalle de confiance sur I'estimation des grecs par AD

résultats de PAD :
Intervalle de confiance du delta ‘ e XX}
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FIGURE 7: Intervalle de confiance sur 'estimation du delta du vega de la CVA
de la Bermuda Swaption par AD

Les résultats ci-dessous confirment I'exactitude de I’estimation par AD de la
CVA du Bermuda Swaption. Par ailleurs, les calculs par AD sont deux fois plus

rapides.
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Conclusion

Cet article a permis de voir en théorie et en pratique comment calculer les
sensibilités pour les instruments financiers de taux suivants : Swap et Bermuda
Swaption. Les méthodes par différence finie présentent le défi du choix de h.
Par ailleurs, pour les instruments exotiques, un bon choix du nombre et de la
nature des fonctions de base est crucial pour la bonne estimation du payoff a
l’aide la méthode Least Squares Monte Carlo. Une bonne estimation du payoff
est, quant a elle, primordiale pour une bonne évaluation des grecs par Adjoint
Différentiation et par différence finie.

A Vinstar des produits financiers, ’AD permet aussi d’approximer la valeur des
sensibilités de la CVA, méme pour des produits de taux exotiques. On a aboutit
a des estimations du delta et du vega d’une tres bonne concordance entre les
deux méthodes. L’estimation des dérivées de second ordre, étant moins précise,
est un point d’amélioration crucial.

Globalement, I’AD est avantageuse par rapport aux méthodes par différence finie
lorsque la valorisation est cofiteuse, du fait que I’AD requiert la valorisation pour
un seul jeu de parametres. Ceci permet de réduire considérablement le temps de
calcul par rapport aux méthodes par différence finie qui requiérent deux valori-
sations.
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A Least Square Monte Carlo

La méthode LSMC a été développée par Longstaff et Schwartz [3] pour cal-
culer la valeur des options américaines. La méthode permet d’estimer numéri-
quement ’espérance conditionnelle.

Justification de la méthode Soit 0 < ¢ < Ny — 1 et soit j > i. On sait que
ry, = G(ry;_,,Zj_1,0). Par récurrence, on arrive a exprimer 7, en fonction de
Tty (Zk,i <k < j—1) et . On déduit donc que E[ry;|F3,] est une fonction de
Tt;- .

De maniére générale, soit f une fonction quelconque de RY+~#*1 vers R, on peut
facilement prouver que E[f(r¢,, ..., ¢y, )|Fz,] est une fonction de ry, et 6.

Principe de la méthode Soit {¢,,1 < n < Np} un ensemble de fonctions réels.
La méthode LSMC consiste a approximer E[f(r,, ..., ¢y, )|Fz,] par

Nb
Z a;¢n(rti)v (22)
n=1

ol a* = (a)1<n<n, est tel que
Nb
o = argminE[(f(re,, .. Tey,) — Z ndn(re,))?].
a€RNb p—

On démontre alors que
= ZC;H{LE[%(%) Fres, e,

ou la matrice C' est telle que

Com = Elon(re,)dm (re,))]-

La méthode LSMC permet de valoriser les Bermuda Swaption. Elle intervient
d’avantage dans les calculs de sensibilités. Pour ce, il faut expliciter les formules
des dérivées de par rapport a ry, et 0.

Soit la fonction g telle que E[f(re,,... 7ty )| Fe;] = Elg(re,, 0, (Zk,i < k <
J))|Fe,]- Supposons que l'on dispose des dérivées totales de la fonction f par
rapport 7, et 0, i.e. les dérivées

69(Tt1,9,(2k72§k<])) ag(rtma’(zkvlgk<]))
et
87",51. 00

[3] explique comment calculer
o’
6r +: ’

7
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ag(rti ,0,(Z,

e i<k<j .
en utilisant Brs sk<i) par ailleurs, on calcule
i

oo,
50 (24)

dg(re, 0.(Zn,i<k<j
0

5 D, et permettent de calculer facilement

en utilisant

(22).

B La méthode M C?

Afin d’estimer la valeur d’une espérance conditionnelle d’une quantité qui
dépend exclusivement du processus ()¢, sachant I'information disponible jus-
qu’au temps t;, on commence par simuler (r;); jusqu’au temps ¢; inclus. Ensuite,
on se sert de chaque valeur simulée de 7, comme point initial de resimulation
(un nouveau rg) de trajectoires de taux simulées jusqu’a l'instant final ¢y,. La
figure [§] ci-dessous illustre le principe de resimulation.

F1GURE 8: Tlustration du principe de la méthode MC2.

Pour chacune trajectoires resimulées, un payoff est calculé et la moyenne des
payoff fournit la valeur ’espérance conditionnelle.
La méthode M C? assure les résultats fournis par LSMC.

C Modeéle de diffusion des taux courts : Vasicek

Le taux court est un outil théorique permettant de simuler 1’évolution de
certaines quantités dans le marché financier. Il existe plusieurs modeles de taux
courts, chaque modele possede ses propres parametres et sa propre équation
différentielle stochastique (EDS). Le modele de Vasicek pour le taux court (1¢):>0
a pour EDS

dry = a(b—ry)dt + cdWy, Vt>0. (25)

O = (a,b,0) est le vecteur de parametres du modele, a est appelé coefficient
de retour & la moyenne b et o constitue la volatilité du modele. Par ailleurs, (W),
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est un mouvement brownien. Le processus de détermination des parametres est
appelé calibrage du modele. Le but du calibrage est de pouvoir générer des taux
courts fideles & ’état du marché financier, c’est a dire de pouvoir répliquer les
données du marché a l'instar de I’évolution temporelle du prix de I'obligation
zéro coupon.

Pour les simulations des taux courts avec le modele de Vasicek, on utilise le
vecteur de parameétres (1072,1073,1073). Le but étant de mettre en place une
méthode de dérivation mathématique sans décrire correctement le marché, ces
parametres ne sont pas issus d’un travail de calibrage. Ils sont néanmoins rai-
sonnables.

Soit Ny > 0, on note (t;)o<i<n, la suite équidistante telle que g = 0 et
tn, = T. Un schéma d’Euler pour est

Tt =Tt +a(b—ry, ) At + oV ALZ; (26)

ol (Z;)o<i<n, est une une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées suivant la loi normale centrée réduite et At =t;,11 —t; est
le pas de temps. Cette discrétisation temporelle de 'EDS permet de simuler nu-
mériquement des trajectoires probables d’évolution du taux court dans le temps.
Un autre schéma de discrétisation possible est le schéma de Milstein qui est plus
précis. Il est néanmoins équivalent au schéma d’Euler dans le cas du modele de
Vasicek.

L’équation présente un schéma d’évolution Markovien au sens ou la valeur
du taux court a I'instant suivant 7, , ne dépend que de I'information a l'instant
précédent (ry,, Zi). On peut ainsi définir la fonction G telle que

Tti+1 :G(Tti,Zi,e), 0§i<Nt, (27)

ou # € O est le parametre du modele auquel s’intéresse ’étude. Les autres
parametres, ainsi que le pas de discrétisation dt, sont considérés constants.

C.1 Prix de l’obligation zéro coupon

Le prix de I'obligation zéro coupon entre deux instants ¢ < s est défini par

ZCB(t,s) = E[e_ft e 7,

ol (F3)¢ est une filtration telle que F; rassemble toutes les informations du
marché disponibles jusqu’a linstant ¢, incluant ’évolution du taux court. Le
processus (r;); est Fr-adapté.

Sous le modele de Vasicek, P(t,s) a pour expression la formule le fermée

ZOB(t, 5) = ¢~ Roo 6=+ (Ron 1) EEEm =y (1m0 70)2.

avec Rooc = b — %
Le prix de Pobligation zéro coupon permet de définir les Cash Flow (flux de
trésorerie) des instruments financiers.
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C.2 Discount factor

Le discount factor D(t, s) permet de calculer la valeur, actualisée a I'instant
t, d'une quantité @ percue a l'instant s. Le discount factor entre les instants ¢
et s est

D(t,s)=e J: rudu

La valeur actuelle de () est donc

D(t,s)Q.

On suppose que t = t, et s = t, pour certains indices 0 < ¢ < r < N;. Dans la
littérature, on approxime souvent D(¢, s) par

r—1
e_dt Zk:q Ttk

Cette approximation est utilisée tout au long du rapport.

C.3 Taux Libor

Créé par la British Banker’s Association, le London Interbank Offer Rate
(Libor) est une moyenne des taux d’intéréts prévalant sur le marché monétaire
londonien. Il est indicatif du cotit de financement des grandes banques mondiales.
Le taux Libor entre les instants ¢ et s est défini par

1
ZeBs

Les quantités décrites ci-dessus servent de base pour définir les instruments fi-
nanciers se basant sur les taux d’intérét.

D Procédure d’AD pour un Swap

Pour un swap de taux, la procédure AD est la suivante :

— Premiére étape : On se place a I'instant 4, le flux requ est L(ty7—1), t¢(1)).
On définit alors Pd)(]) = L(t¢(1,1), tqg(l))

— Deuzieme étape : Py(ry est une fonction de rg;_1) et 0.
On se place donc directement a l'instant 471y et on définit

Pyr—1)y = D(tg-1), to(n)) Pocry (28)

et ses dérivées

OFy1-1) OPyr) | 0D(tg-1):ten))
o =Dlsu-1):temn) + 7, Py
8Tt¢(1 1) 9 ) (D) 87‘154)(171) 8rt¢(171) $(I—1) o(I)
(29)
Fsu-1) OPyr) | OD(tyr-1), te(r)
9o~ Dleu-ntemn)—po= + 90 17,00y Py (30)
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— Troisiéme étape Supposons que I'on dispose de 8 OPoti) o 2 "’(” pour 1 < i <
#(9)
I —1. On se place a l'instant #4(;_1)-
: ) 9Py (i) 3P¢>(z 1 .
On applique 'AD pour calculer T |]-‘t¢(i) |7 Frouon -
9Py (i) _ 0Py Orey
|J'-t oy |J'-t . (31)
Ortyuay 200 Oty Oty 20D
oy _ ot 0P Ortsen | (32)
oo B(i=1) oo 87‘t¢(i) oo B(i=1)
Ensuite, on applique la transformation
OPy; 0Py OL(tpi—1y, to(i
o0 9Py | (toi-1),to(i)) (33)
L Oty #070 Ity
0Py, OPy) OL(tgi—1)s toi))
— 34
do — do |}-t¢<i—1> + do (34)
— Quatriéme étape On calcule
Py(i-1) = D(tg-1):to(i)) Poca) (35)
et ses dérivées
9Py(i-1) Ps)  9D(tpi-1):to(i))
= D(tp(i—1), te(i Py (36
67"t¢<i_1> ( e ¢(Z))art¢(l_1) 2 6Tt¢(i—1) |]:t¢(i) o ( )
9Py (i) OPs) | 9D(g-1) to)
Jo = D(t¢(i—1)a t¢(i)) 9o + do |J:t¢(i—1) Pd’(i) (37)
— Clinquiéme étape Si i = 1, on ignore I’étape précédente et on définit
Py = Py0) = D(to(0): to1)) Py (38)
et ses dérivées
OPy(0) 0Py OD(te(0) o)
—— =D(t t 39
Br,  Dsortem) g T T e e (39)
OPy(0) 0Py OD(te(0) (1)
55 = Plsotem)—5o— + 0 | Py o) Po1) (40)
— Siziéeme étape On calcule les grecs
oV 0P,
e E[ o, ] (41)
0
8V OP,
42
55 = El5, ] (42)
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